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每 问 、 圈 问 、 点 问 ” 艺 术 的 实践 与 思 


325000 浙江 省 温州 师范 学 院 方 均 斌 


在 提倡 创新 教育 的 今天 , 广大 数学 教育 工 
作者 对 “问题 解决 "展开 了 种 种 探究 , 并 探讨 如 
何 引 导 学 生 善 于 自己 提出 数学 问题 . 而 教师 的 
提问 方法 与 策略 对 学 生 提 问 意识 和 能 力 的 培养 
起 着 潜移默化 的 作用 . 其 中 , 如 何 抓 住 学 生 的 
提问 心理 和 思维 特征 进行 恰如其分 的 提问 和 引 
导 , 是 每 个 数学 教师 应 该 认真 思考 的 话题 . 笔 
者 认为 , 用 “ 海 问 、 圈 问 、 点 问 " 来 概括 这 一 话 
题 是 一 种 党 试 . 

所 谓 海 问 有 两 个 层面 的 含义 :一 是 教师 
没有 指定 具体 内 容 的 提问 , 如 :“ 你 对 本 学 期 的 
学 习 , 有 什么 问题 要 提 吗 7”” 二 是 教师 没有 指 
定 具 体 提问 对 象 的 提问 , 如 "大 家 学 习 了 函数 
的 单调 性 后 ,有 什么 问题 要 提 吗 ?” 同样 ,，“ 点 
问 ” 也 有 两 个 层面 的 含义 :一 是 对 具体 内 容 的 提 
问 ， 如 :“ 对 偶 函 数 的 对 称 性 问题 , 能 否 进 行 推 
广 ? 即 图 象 关 于 x = a 直线 对 称 的 函数 , 应 该 满 
足 什 么 条 件 ?” 二 是 指定 具体 学 生 的 提问 . 由 于 
教师 的 “ 海 问 " 没 有 指定 具体 的 对 象 或 内 容 , 容 
易 给 学 生 营 造 一 个 轻松 愉快 的 气氛 与 生动 活泼 
的 环境 , 加 上 教师 带 有 激情 或 暗示 的 口吻 ,容易 
引发 学 生 的 “点 问 ”. 而 “ 圈 问 " 指 介 于 “ 海 问 ” 与 
“点 问 ” 之 间 的 一 种 过 渡 提 问 内 容 或 提问 方式 ， 
中 间 理 涵 着 教师 教学 提问 和 学 生 提 问 的 艺术 . 
“点 问 " 是 提问 者 与 被 提问 对 象 思想 的 “直接 交 
锋 ”, 在 平时 教学 过 程 中 运用 得 较 多 . 在 长 期 的 
教学 实践 中 , 笔者 对 这 “三 问 ” 有 自己 的 一 点 想 
法 , 具体 概括 以 下 的 几 点 , 供 参 考 . 

1. 巧 设 “ 海 问 ”, 引导 “点 问 ” 

设置 海 问 ” 的 目的 主要 有 三 个 :一 是 培养 
学 生 的 发 散 思维 , 教师 从 而 捕捉 到 有 价值 信息 ， 
及 时 调节 教学 ; 二 是 让 学 生 有 一 个 宽松 的 心理 
环境 , 选择 自己 感 兴趣 的 话题 来 提问 ; 三 是 避 

















免 教 师 自己 所 提问 题 范 围 太 狭窄 或 指定 回答 
的 学 生 范 围 太 小 而 使 教学 处 于 被 动 . 因此 ,“ 海 
问 ” 是 提问 的 一 种 策略 , 是 教师 争取 教学 主动 ， 
捕捉 有 价值 教学 信息 的 一 种 教学 策略 , 其 最 终 
目的 是 让 学 生 进行 有 效 地 “点 问 ”, 让 学 生 学 会 
提问 的 艺术 和 培养 他 们 提问 的 意识 .“ 海 问 ” 一 
方面 由 于 没有 指定 回答 对 象 , 如 果 引 导 不 当 ， 
容易 产生 群体 的 依赖 或 推 放 现象 ; 男 一 方面 由 
于 没有 指定 非常 具体 的 “点 问 " 也 容易 产生 * 漏 
问 " 现象. 因此 , 关键 在 于 巧 设 “ 海 问 " 或 海 问 * 
后 进行 适当 启发 . 

类 例 1 高 一 学 生 学 好 函数 一 章 后 , 教师 
设计 一 个 " 海 癌 :关于 函数 这 一 章 的 学 习 , 你 
们 有 什么 问题 吗 ?” 

有 的 学 生 马 上 进入 思考 中 , 而 有 的 学 生 佑 
计 老 师 不 会 提问 他 , 抱 着 侥幸 的 心理 , 也 不 思 
考 , 在 观望 . 一 分 钟 后 , 教室 内 仍然 一 片 沉 默 . 
教师 发 现 有 个 别 成 绩 不 理想 的 学 生 在 左右 环 
顾 , 于 是 设置 “ 圈 问 ": “大 家 仔细 思考 一 下 ,我 准 
备 先 提问 几 个 平时 不 太 提 问 的 同学 .” 于 是 , 在 
环顾 的 学 生 开始 翻 书 , 不 得 不 动脑 思考 . 又 一 
阵 沉默 后 , 老师 提问 一 个 平时 性 格 内 向 成 绩 偏 
下 的 学 生 甲 : “你 有 什么 问题 吗 ?” 学 生 甲 授 摇 
头 , 他 感觉 有 点 乱 , 不 知道 从 哪里 问 起 ; 老师 
设置 一 个 内 容 “ 圈 问 ”:“ 比 如 说 , 关于 函数 的 性 
质 , 你 有 什么 问题 吗 ?” 学 生 甲 还 是 摇 摇 头 ; 老师 
进一步 设置 一 个 内 容 “ 圈 问 ”:“ 比 如 说 , 函数 的 
性 质 包 括 哪 几 个 方面 , 你 清楚 吗 学 生 甲 点 点 
头 , 这 时 教师 发 现 一 个 成 绩 比 较 差 的 学 生 乙 在 
开小差 , 左右 环顾 ,于 是 就 提问 : “ 乙 同 学 , 你 能 
回答 吗 ”” 学 生 乙 脸 一 红 , 站 起 来 之 前 偷偷 将 一 
下 刚 翻 开 的 课本 , 结 结巴 巴 地 说 : “函数 的 单调 
性 、 奇 偶 性 .” 老 师 装 作 以 为 学 生 乙 是 自己 回答 




















2005 年 第 4 期 
的 ,给予 表 扬 , 请 他 坐 下 , 让 学 生 乙 有 成 就 感 . 
此 时 , 学 生 丙 早 按 探 不 住 , 举 手 说 :“ 老 师 ， 我 
弄 不 明白 , 函数 的 单调 性 ,只 要 看 看 图 象 就 可 
以 了 , 为 什么 要 采用 严格 的 定义 给 予 证 明 ?” 学 
生 丁 说 :“ 为 什么 要 学 习 函 数 的 奇偶 性 ?有 什么 
用 ?2 学 生成 也 举 手 : “函数 性 质 除 了 单调 性 、 奇 
偶 性 以 外 , 还 有 什么 其 它 性 质 ?” 于 是 , 在 这 些 
学 生 的 带动 下 , 其 他 学 生 纷 纷 提出 自己 想 问 的 
问题 . 在 与 全 班 学 生 讨 论 的 过 程 中 , 教师 除了 
解决 学 生 所 提问 题 并 且 提 出 自己 的 想法 外 , 补 
充 学 生 提 问 中 的 一 些 “ 育 区 ”问题 , 然后 进行 概 
括 , 再 提出 一 些 探 索性 话题 , 使 不 同 程度 的 学 
生 都 有 收获 . 

由 “ 海 问 ”引导 学 生 “ 点 问 ” 的 过 程 中 , 教师 
必须 注意 五 个 问题 :一 是 可 以 采用 “ 圈 问 "作为 
过 渡 环 节 , 即 教师 可 以 圈定 部 分 内 容 或 提问 对 
象 , 圈定 的 范围 可 以 逐步 缩小 , 使 学 生 逐 步 明 确 
提问 的 内 容 和 对 象 , 增加 心理 和 思维 适应 能 力 ; 
二 是 根据 教学 需要 , 将 学 生 的 “点 问 ” 进 行 整理 ， 
发 现 学 生 的 共性 问题 和 薄弱 环节 , 及 时 采取 措 
施 , 弥补 教学 盲区 ; 三 是 消除 学 生 提 问 的 顾虑 . 
部 分 学 生 往 往 怕 提 出 的 问题 太 简单 , 引起 老师 
和 同学 的 筑 , 而 另 一 部 分 学 生怕 自己 提出 的 
问题 太 难 或 超 纲 , 把 老师 难 倒 或 自己 白白 浪费 
时 间 . 要 鼓励 学 生 大 胆 提 问 , 哪怕 提出 的 问题 
过 于 简单 或 自己 解决 不 了 , 教师 都 应 该 保护 他 
们 的 提问 积极 性 , 维护 他 们 的 自尊 ; 四 是 教师 
应 该 坦然 对 竺 自己 解决 数学 问题 的 能 力 . 不 应 
该 也 不 必要 在 学 生 面 前 扮演 一 个 无 所 不 能 的 
数学 问题 解决 者 的 角色 , 应 该 扮演 一 个 与 学 生 
一 起 探索 和 解决 数学 问题 的 合作 者 角色 . 从 一 
定 的 角度 上 讲 , 教师 的 这 种 “无 能 "反而 会 激发 
学 生 提出 和 参与 解决 数学 问题 的 勇气 和 决心 ; 
五 是 教师 要 注意 激发 学 生 竞 相 提 问 的 欲望 , 要 
鼓励 学 生 大 胆 提问 , 表扬 其 提问 中 的 合理 成 分 . 

2. 灵活 “点 问 ”, 发 现 问题 

教学 过 程 中 单纯 靠 设置 “ 海 问 ” 引导 “点 问 ” 
还 是 不 够 的 , “ 海 问 " 容 易 存在 教学 内 容 的 盲区 
和 问题 提出 的 对 象 的 盲区 . 部 分 学 生 由 于 种 种 
原因 , 不 敢 或 不 会 提出 什么 问题 , 如 果 没 有 教 
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师 指定 提问 , 他 们 往往 不 会 主动 提出 问题 
此 , 根据 教学 内 容 的 需要 和 不 同 的 教学 对 象 
教师 采用 灵活 的 提问 策略 , 发 现 学 生存 在 的 问 
题 , 启发 学 生 大 胆 地 将 自己 的 疑问 提出 来 . 

条例 2 解 关于 7 的 不 等 式 (o 一 Dz2 一 
2a7r 十 1<0(ae 了 及 ). 

教师 呈现 问题 后 说 :“ 请 同学 们 思考 一 下 
这 个 问题 如 何 解决 ?” (其 实 , 从 问题 的 内 容 来 
划分 , 它 属 * 点 问 ” 而 从 指定 回答 的 对 象 而 言 
属 “ 海 问 ") 此 时 ,学生 在 思考 或 动笔, 教师 在 
近视 , 观察 学 生 的 表情 , 寻找 “点 问 "的 对 象 .一 
会 儿 , 有 几 个 学 生 举 手 , 教师 向 他 们 投 以 赞许 
的 眼光 并 点 点 头 , 说 “不错 ， 有 几 个 同学 已 经 
有 方法 了 ! 再 给 一 点 时 间 , 让 其 他 同学 考虑 一 
下 ”此 时 , 教师 乘机 巡视 已 经 举 手 的 学 生 的 解 
答 , 发 现 学 生 甲 在 草稿 纸 上 写 着 答案 :于 < 
z < 一 ”, 于 是 请 学 生 甲 将 自己 的 解答 写 在 
黑板 上 . 此 时 , 已 经 有 学 生 在 议论 :“ 要 对 a 的 各 
种 取 值 情况 进行 讨论 教师 装着 没有 听见 , 问 
甲 :你 对 自己 的 解答 有 什么 看 法 吗 ?” 甲 反应 
很 快 :老师 ,我 知道 你 想 说 什么 , 刚才 同学 的 议 
论 我 已 经 听 到 了 , 其 实 一 开始 我 就 知道 要 对 a 
进行 讨论 , 不 过 感觉 桥 麻 烦 的 , 于 是 我 把 主要 
结论 写 下 来 , 如 果 在 考试 的 时 候 , 我 会 把 整个 
讨论 过 程 写 完整 的 ” 老师 感觉 甲 平时 办 事 比 
校 随便 , 数学 考试 经 常 考虑 不 周 , 丢 三 落 四 的 ， 
而 且 他 这 种 思想 在 学 生 中 有 一 定 的 比例 ， 于 
是 , 老师 说 :“ 同 学 甲 已 经 考虑 到 对 0 要 进行 讨 
论 , 而 且 能 够 马上 看 出 这 个 不 等 式 可 以 采用 因 
式 分 解 来 解 , 这 是 非常 好 的 不 过 认为 讨论 麻 
烦 , 只 把 自己 认为 是 主要 结论 ' 写 下 来 , 而 在 考 
试 时 就 能 够 将 讨论 过 程 写 完整 , 这 种 想法 平时 
不 少 同学 有 , 今天 我 们 就 做 个 实验 , 请 同学 甲 
把 这 次 练习 当做 考试 试题 , 在 黑板 上 完整 提供 
解 题 过 程 .” 此 时 , 学 生 甲 又 重新 到 讲台 上 对 
进行 了 讨论 , 结果 表达 凌乱 , 考虑 不 周 , 于 是 只 
表达 了 一 半 就 红 着 脸 哆 到 自己 座位 上 , 老师 乘 
机 对 全 班 学 生 进行 了 教育 :我 们 感觉 自己 会 做 
与 将 问题 解答 完整 是 有 一 定 的 距离, 看 来 我 们 
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同学 要 多 动笔 , 尽量 使 得 自己 的 解答 完整 而 没 
有 漏洞 . 分 类 讨论 是 一 种 很 重要 的 解决 问题 的 
方法 和 策略 , 它 往往 能 够 考察 我 们 的 思维 严谨 
性 和 宏观 的 把 握 , 下 面 我 们 一 起 来 对 它 的 完整 
的 解法 进行 表达 .”…………… 

教师 通过 这 种 办 法 及 时 捕捉 “点 问 ” 对 象 ， 
使 学 生 对 分 类 讨论 引起 重视 , 感悟 如 何 进 行 分 
类 讨论 的 方法 和 策略 ， 这 个 环节 教师 有 六 点 
值得 注意 :一 是 指定 “点 问 " 对 象 之 前 应 该 对 所 
有 学 生 * 海 问 ， 使 得 全 班 学 生 觉 得 都 有 被 “点 
问 ” 的 压力 ; 二 是 一 般 不 能 将 “点 问 ” 成 为 有 意 对 
某 些 对 象 进行 " 罚 问 ”或 刁 问 ”， 即 将 “提问 " 作 
为 惩罚 部 分 学 生 的 手段 . 当然 , 教师 可 以 将 “点 
问 " 成 为 对 一 些 对 象 的 " 督 问 ， 即 让 一 些 学 习 
不 自觉 的 学 生 有 适当 的 压力 ,督促 他 们 自觉 学 
习 ; 三 是 要 注意 提问 对 象 的 针对 性 和 提问 场合 
选择 的 灵活 性 ; 四 是 更 要 注意 对 学 生 回 答 的 评 
价 应 具有 积极 导向 性 ; 五 是 要 注意 提问 内 容 选 
择 的 完善 性 和 典型 性 ; 六 是 可 以 在 适当 的 时 候 
进行 必要 的 追问 , 完善 或 深化 问题 . 

3. 妙 设 “ 圈 问 ”, 克服 “ 双 盲 ” 

所 谓 “ 双 讶 "是 指 两 类 学 生 : 一 类 学 生 是 什 
么 都 不 问 , 笔者 称 之 为 “ 问 育 ”, 此 类 学 生 可 能 
不 知道 该 问 些 什么 或 者 懒得 思考 , 也 可 能 知道 
一 些 , 但 没有 提问 的 习惯 ; 另 一 类 学 生 是 没有 
经 过 仔细 思考 , 没有 主题 思想 , 甚至 不 着 边际 
地 乱 问 , 笔者 称 之 为 “ 盲 问 ”, 此 类 学 生 提 问 的 
动机 可 能 不 是 真正 为 了 解决 问题 , 教师 的 回答 
他 们 可 能 也 没有 认真 听讲 . 属 " 盲 问 " 的 学 生 可 
能 没有 掌握 提问 的 方法 , 也 可 能 属于 “思维 混 
乱 ” 的 学 生 . 针对 “ 双 盲 ”学生 , 笔者 认为 教师 应 
该 有 策略 地 进行 “ 圈 问 ”, 培养 或 修正 他 们 提问 
的 意识 或 动机 , 教会 他 们 提问 的 方法 . 

类 例 3 关于 空间 两 直线 平行 的 问题 . 

这 是 一 堂 高 三 复习 小 结 课 , 授课 班级 学 生 
的 数学 基础 比较 差 . 教师 提问 :“ 关 于 空间 两 平 
行 直线 , 你 们 有 什么 问题 吗 ”” 教 室 出 现 了 一 阵 
沉默 . 大 约 一 分 钟 后 , 教师 请 一 个 平时 不 太 提 
问 但 脑子 灵活 的 学 生 甲 站 起 来 , 谈 谈 他 的 看 法 ， 
甲 :老师 , 平时 你 都 讲 了 , 我 没有 什么 问题 ” 几 
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个 学 生 笑 了 起 来 , 教师 :“ 真 的 吗 ” 此 时 , 学 生 
乙 举 手 发 言 :“ 老 师 ， 我 知道 ,两 平行 直线 是 空 
间 两 直线 的 一 种 关系 !” 全 班 同 学 被 这 个 稚嫩 
的 回答 逗 得 哈哈 大 笑 ! 可 是 学 生 乙 却 满 不 在 
乎 :老师 ,你 是 不 是 想 让 我 们 提问 :空间 两 条 直 
线 除了 平行 , 还 有 什么 别 的 关系 ? ”又 是 一 阵 
笑 声 . 学 生 乙 平时 不 太 认 真 学 习 , 但 又 怕 被 老 
师 看 不 起 , 于 是 当班 级 同学 不 做 声 时 , 他 就 用 
一 些 似乎 “ 搭 边 ”的 词 积 极 “ 发 言 以 示 “ 救 火 ”. 
眼看 问题 要 被 学 生 乙 搅 黄 了 , 老师 说 :“ 乙 同学 
的 问题 也 没有 错 . 但 是 , 我 们 在 研究 空间 图 形 
的 位 置 关 系 时 , 首要 的 问题 是 如 何 判 断 它们 的 
关系 , 其 次 当 它 们 具有 某 种 关系 时 , 应 该 具有 什 
么 性 质 等 , 然后 才 是 其 它 问题 . 请 大 家 首先 按 
照 这 两 个 方面 提出 问题 .” 当 学 生 讨 论 好 第 一 
个 问题 后 ,学 生 丙 问 :“ 老 师 ,我 在 一 次 作业 上 , 关 
于 问题 :求证 :两 平行 直线 与 一 个 平面 所 成 的 角 
相等 ”我 采用 将 它们 和 斜 足 连 线 的 办 法 ,利用 两 
斜 线 被 这 条 连 线 所 截 得 的 同位 角 相 等 的 办 法 ， 
说 明 结 论 成 立 , 为 什么 你 在 上 面 批改 时 , 打 个 
问号 7” 老 师 于 是 乘机 “ 圈 问 >:“ 丙 同学 的 问题 
在 我 们 班 另外 几 个 同学 的 作业 中 也 存在 , 不 过 
我 想 把 这 个 问题 请 作业 没有 交 的 同学 回答 , 也 
请 其 他 同学 思考 一 下 .” 于 是 , 一 些 成 绩 比 较 差 
的 学 生 不 得 不 思考 , 连续 问 了 几 个 学 生 , 他 们 
都 支持 丙 的 意见 ， 当 问 到 学 生 丁 的 时 候 , 丁 却 
说 :我 与 丙 的 方法 不 一 样 , 我 认为 这 两 条 平行 
直线 可 以 确定 一 个 平面 , 那么 确定 的 平面 与 已 
知 平面 所 成 的 二 面 角 是 一 个 定 值 , 和 这 两 条 直 
线 与 已 知 平面 所 成 的 角 相 等 , 因此 结论 成 立 .” 
这 时 , 教师 意识 到 学 生 有 关 概 念 不 是 很 清楚 ， 
而 且 分 类 讨论 也 比较 薄弱 , 从 而 与 学 生 一 起 讨 
论 , 弄 明 白 有 关 概 念 并 与 学 生 探讨 如 何 分 类 等 . 
在 教师 的 灵活 “ 圈 问 ”下 , 一 些 平时 成 绩 比 较 差 
的 学 生 也 积极 参与 , 结果 这 节 课 学 生 通 过 讨论 ， 
解决 了 一 些 似是而非 的 问题 . 

通过 实践 , 笔者 体会 到 “ 问 育 ”的 产生 往往 
有 两 个 原因 :一 是 根本 无 法 进入 问 问 题 的 平台 ， 
他 们 根本 不 知道 该 问 什 么 , 于 是 干脆 不 问 ; 二 
(下 转 第 4-31 页 ) 
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教学 叙事 -一 教研 活动 的 一 种 有 效 方式 


435100 湖北 省 大 治 第 一 中 学 张 贵 钦 


教育 教学 理论 具有 二 重 性 ， 桔 燥 的 文字 ， 
脱离 背景 的 抽象 , 逻辑 上 的 无 误 , 呈现 出 教育 
教学 理论 冰冷 的 美丽 . 但 , 这 只 是 教育 教学 理 
论 的 一 重 性 格 . 实际 上 , 每 一 条 教育 教学 规律 
的 背后 , 都 有 一 大 堆 鲜 活 的 故事 , 正 是 这 些 鲜 
活 的 故事 成 为 驱使 教育 家 们 愿 以 毕生 的 精力 
追求 答案 的 动因 . 这 是 教育 教学 理论 的 另 一 重 
性 格 . 

叙事 的 本 质 在 于 讲述 人 类 的 经 验 , 作为 人 
类 经 验 的 重要 组 成 部 分 , 教育 经 验 领域 无 疑 也 
是 叙事 发 展 和 渗透 的 领域 . 教学 叙事 通俗 地 讲 
就 是 让 教师 讲述 自己 与 课程 、 教育 教学 有 关 的 
故事 . 强调 以 叙事 的 方式 去 探究 有 关 教 师 的 事 
例 . 在 讲 故 事 中 体现 教师 对 教育 教学 事件 的 理 
解 , 诠释 教师 对 教育 教学 意义 的 感悟 . 教学 人 氢 
事 致力 于 回归 教师 的 日 常 工作 , 在 教师 活生生 
的 经 验 和 体验 中 编织 教育 教学 意义 之 网 , 寻求 
教育 的 真 详 . 在 实践 中 学 习 教 育 理论 , 提升 自 
身 素 质 . 

教学 叙事 有 别 于 说 课 . 说 课 与 课堂 教学 密 
切 相 关 , 教学 叙事 却 可 延展 到 课堂 教学 之 外 , 并 
且 不 受 格式 的 约束 . 

教学 叙事 不 同 于 个 案 研究 . 教学 叙事 是 线 
索 在 先 , 主题 在 后 ; 个 案 研究 则 是 主题 在 先 , 线 
索 在 后 . 

从 广义 上 讲 , 教育 教学 活动 中 的 每 一 事件 
都 可 以 作为 教学 叙事 的 素材 , 但 作为 教育 科学 
研究 方法 之 一 的 教学 叙事 , 应 具有 如 下 一 些 特 














客观 性 . 教学 叙事 是 写实 的 , 客观 性 是 教 
学 叙事 的 首要 条 件 . 所 谓 客观 性 就 是 教育 对 教 
学 事件 发 生 的 情景 、 主 要 情节 进行 客观 的 描 
述 , 而 不 能 和 焉 曲 、 提 造 . 


有 效 性 . 教学 叙事 是 真实 的 , 但 真实 的 却 
不 一 定 有 效 . 所 请 有 效 性 是 教学 叙事 的 内 容 本 
身 具有 现实 意义 、 应 用 价值 和 研究 价值 , 能 体 
现 教学 方法 、 教 学 手段 、 教 学 思想 、 教 学 原则 
的 意义 , 能 引起 人 们 的 思考 , 从 中 汲取 有 益 的 
思想 和 方法 . 

反思 性 . 教学 叙事 的 典型 性 、 有 效 性 , 为 
教师 提供 了 思考 的 空间 . 所 谓 反 思 性 就 是 指教 
师 对 教育 教学 活动 中 不 自觉 的 、 无 意识 的 、 湾 
意识 的 行为 不 断 进 行 解 前、 责问, 不 断 地 搜索 
隐藏 在 教育 教学 活动 后 面 的 观念 和 思想 , 使 自 
己 的 教育 教学 思想 和 教育 教学 行为 在 批判 的 
基础 上 进行 建构 和 重建 . 

教师 与 学 生 朝 夕 相处 , 与 教材 密切 接触 , 最 
容易 感受 教育 教学 实践 中 的 成 功 与 失败 . 他们 
都 擅长 讲 故事 , 乐于 探究 自己 和 别人 故事 的 意 
义 . 例如 , 在 一 次 教研 活动 中 , 一 位 数学 教师 讲 
述 了 这 样 的 一 个 故事 : 

在 讲 等 比 数列 求 和 公式 的 证 明 时 ， 我 选用 
了 微软 公司 到 北大 招聘 博士 生 的 一 道 考 题 作 
为 引 例 . 

[ 引 例 ] 现 有 1000 个 苹果 分 装 在 10 只 箱子 
中 , 要 求 不 拆 箱 , 就 能 随意 拿 出 任意 数目 (不 超 
过 1000) 的 苹果 , 问 如 何 分 装 ? 

过 了 几 分 钟 , 我 开始 了 一 问 一 答 式 的 启发 

在 我 的 指导 下 , 同学 们 得 到 了 如 下 的 装 箱 
方法 ( 记 第 ?只 箱子 所 装 的 苹果 数 为 i, 下 同 ): 


al 三 |， a2 = 2， Qa3 = 22, + 





,a9 = 23， 
a10 = 29. 

我 提示 , 为 了 确认 这 样 的 装 法 是 否 满 足 题 
意 , 需要 计算 1 十 2 十 2 十 … 十 29 是否 超 过 
1000, 这 就 要 用 到 错 项 相 消 法 . 接着 , 我 便 用 
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错 项 相 消 法 证 明了 等 比 数列 的 求 和 公式 , 并 介 
绍 公式 的 特点 , 使 用 时 注意 的 事项 、 例 题 等 . 

课 后 , 我 问 学 生 :“ 有 趣 吗 ?” 

学 生 回 答 :一 般 .” 

这 件 事 对 我 触动 很 大 , 为 什么 我 干 挑 万 拣 
筛选 出 的 事例 , 没有 引起 学 生 的 共鸣 ? 

在 第 二 次 讲授 同一 内 容 时 , 我 还 是 出 示 了 
同一 引 例 , 只 是 变换 了 教 法 , 采用 情境 教学 法 . 

约 过 15 分 钟 , 通过 小 组 合作 方式 有 部 分 
同学 获得 了 正确 的 答案 :al = 1, a2 = 2,…， 
a10 三 489. 我 问 其 中 一 个 成 功 者 , 你 是 怎样 得 
到 alo = 489 的 ? 他 说 明了 自己 的 思想 过 程 : 

1 二 2+2=7=23 一 1,1 十 2 十 22 十 
23 一 24 一 1 1 二 2 二 十 23 一 23 一 
1 = 511, .. a10 = 489. 

没 用 错 项 相 消 法 , 算出 了 结果 . 我 为 学 生 
有 敏锐 的 数学 洞察 力 感到 高 兴 . 接着 问 :1 十 2 十 
… 十 2”=? 你 能 证 明 吗 ? 心 想 , 这 回 你 没 纤 了 
吧 . 

谁 知 , 过 一 段 时 间 , 竞 有 几 个 同学 给 出 了 
证 明 : 

2 一 1 三 2 一 22 十 22 一 2 十 2 一 1 王 
23 十 22 十 2 一 (22 十 2 十 1) = 2(22 十 2 十 1) 一 
(22 十 2 十 1)， 

24 一 1 = 二 2(2B3 十 2 十 2 十 1) 一 (23 十 2 十 
2 十 1)，  ) 

同 理 , 1 十 2 十 2 十 … 十 27 = (2711 一 
27) + (27 一 2777) 十 … 十 (2 一 1) = 2(27 十 
2 二 十 1) 一 (27 二 27-1 十 … 十 2 十 1) = 
2?41 一 

太 精 彩 了 , 这 不 就 是 错 项 相 消 法 的 变化 形 
式 吗 ? 我 正 打 算 作 一 些 铺垫 再 推广 到 一 般 情 
形 , 一 个 不 和 谐 的 声音 冒 了 了 来 : 

“老师 , 刚才 我 们 用 2 、2 表示 了 正 整数 
1、2、3; 用 20、21、22 表示 了 正 整数 1、2、 
3、4、5、6、7, 那么 我 们 能 用 20、21、.……、 
2"、.… 表示 任意 一 个 数 (十 进 制 ), 而 确保 无 一 
例外 吗 ?” 

这 的 确 是 一 个 我 始 料 未 及 的 问题 . 我 意识 
到 , 这 是 一 个 二 进 制 与 十 进 制 之 间 的 互 换 问 题 ， 
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是 一 则 很 好 的 研究 性 素材 , 想到 同学 们 已 具有 
初步 的 二 进 制 知识 , 只 是 没有 作 进 一 步 深 入 的 
人 研究 , 于 是 , 我 决定 还 是 让 学 生 作 为 研究 性 课 
题 , 通过 自己 查找 相关 的 资料 予以 证 明 , 并 约 
定 同学 们 把 自己 的 研究 成 果 带 到 三 天 后 的 数 
学 课 上 来 . 

虽然 , 这 节 课 我 未 能 完成 预定 的 计划 , 但 
从 同学 们 飞扬 的 神态 中 , 我 意识 到 这 节 课 成 功 
了 . 





这 位 教师 讲 的 故事 很 简单 , 第 一 次 讲授 时 
运用 的 那 种 “和 剥 竹笋 ? 式 的 教学 方式 在 当前 数学 
教学 中 普遍 存在 , 很 多 教师 往往 会 自觉 或 不 自 
觉 地 采用 这 种 “流行 "的 或 “传统 的 ”教学 方法 ， 
这 实际 上 是 一 种 文化 现象 叙事 教师 的 意外 ， 
折射 出 他 对 这 种 文化 现象 的 思考 一 -什么 样 的 
教 法 才 是 启发 式 教学 法 什么 样 的 教 法 才 是 
情境 教学 法 ? 

既 有 发 现 的 思想 , 又 运用 了 程序 的 原则 , 这 
就 是 启发 式 教 学 法 , 启发 式 可 看 成 是 重视 了 教 
师 指导 作用 的 、 编 制 了 一 定 认 识 程序 的 发 现 
法 , 它 优 于 一 般 意义 的 发 现 法 . 但, 教师 过 度 
的 “指导 ”, 实际 上 变 成 了 对 学 生 的 主 等 . 扼杀 
了 学 生 学 习 的 积极 性 和 主动 性 . 课堂 上 虽然 也 
有 一 些 火热 的 场面 , 看 似 学 生 不 断 思 考 ,， 其实 
是 通过 问答 式 , 老师 牵 着 学 生 走 . 火热 的 场面 
实质 上 反映 的 是 教师 自己 的 思维 过 程 , 不 是 学 
生 主 动 学 习 的 过 程 , 因此 这 种 教 法 , 不 是 真正 
意义 上 的 启发 式 教 学 , 自然 就 达 不 到 激发 学 生 
学 习 热 情 的 目的 . 

情境 教学 法 是 指教 师 有 目的 地 引入 或 创设 
具有 一 定 情绪 色彩 的 、 以 形象 为 主体 的 、 生 动 
具体 的 场景 , 以 引起 学 生 一 定 的 态度 体验 ,从 
而 帮助 学 生理 解 教材 , 并 使 学 生 心 理 机 能 得 到 
发 展 的 方法 . 其 核心 是 激发 学 生 的 情感 . 情感 
是 学 习 的 动因 , 学 生 靠 自己 动手 、 动 口 、 动 脑 
获取 情感 体验 , 他 们 在 低 起 点 中 获取 小 成 功 ， 
进而 在 勤奋 中 获得 大 发 展 . 因此 , 在 教学 过 程 
中 , 凡是 学 生 经 过 思考 会 说 的 , 教师 决 不 能 代 
说 , 凡是 学 生 经 过 努力 能 探索 的 ,教师 决 不 能 

(下 转 第 4-8 页 ) 
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教师 成 长 : 以 教学 案例 为 载体 的 行动 研究 


321004 浙江 省 师范 大 学 数理 学 院 朱 哲 


1. 引言 

教育 研究 者 必须 思考 实践 如 何 上 升 为 理 
论 , 以 及 理论 如 何 指 引 实 践 的 问题 . 教师 教学 
知识 的 发 展 过 程 , 或 者 更 广义 地 说 是 教师 的 成 
长 , 正 是 这 样 一 个 具体 的 问题 . 教师 自身 发 展 
更 多 地 关注 教学 实践 如 何 上 升 到 理论 , 从 而 指 
引 上 自身 今后 的 教学 实践 ; 教师 在 职 教育 则 更 多 
关注 理论 如 何 向 实践 转移 , 使 专家 “倡导 的 理 
论 ” (espoused theories) 真 正成 为 教师 “采用 的 
理论 ” (theories-in-use)[. 

解决 理论 向 实践 转移 的 做 法 主要 有 结合 课 
例 的 同事 互助 指导 (peer coaching)、 案 例 教 
学 法 (case methods of teaching) 和 行动 研究 
(action research) 等 几 种 . 在 教学 中 , 行动 研究 
的 实质 就 是 广大 教师 通过 行动 与 研究 的 结合 ， 
创造 性 地 运用 教学 理论 研究 和 解决 不 断 变化 
的 教学 实践 情境 中 的 具体 问题 , 从 而 不 断 提高 
专业 实践 水 平 的 一 种 研究 类 型 和 活动 . 在 行动 
研究 中 ,缺少 教师 自身 的 教学 反思 (reflective 
teaching) 以 及 专家 的 协助 和 指导 , 并 不 能 取得 
很 大 的 成 效 . 

综合 文献 研究 、 经 验 总 结 以 及 对 当前 教 
学 和 课程 改革 实践 的 深入 洞察 , 顾 冷 沅 等 曾 提 
出 “以 课 例 为 载体 的 教师 教育 模式 ”四 , 我 们 对 
此 稍 加 改编 , 加 入 “行动 研究 ”元 素 , 提出 一 种 教 
师 成 长 的 方式 : 以 教学 案例 为 载体 的 行动 研究 . 
它 更 强调 教师 的 主动 参与 与 投入 , 以 及 与 专家 
的 互动 , 从 而 达到 在 行动 和 研究 中 成 长 . 这 种 
行动 研究 有 以 下 几 个 要 点 : @ 参与 者 包括 一 线 
教师 以 及 数学 教育 研究 者 (专家 ), 一 线 教师 作 
为 研究 的 客体 同时 也 是 研究 的 主体 ; @ 一 线 教 
师 既 要 保持 同事 之 间 的 互助 支持 , 同时 注重 纵 
向 的 理念 引领 和 专家 指导 ; @ 无 论 教 师 还 是 专 





家 , 既 要 保持 侧重 讨论 式 的 案例 教学 , 还 须 包 
含 行为 自省 的 全 过 程 反 思 . 

2. 基本 模式 

“实践 反思 模式 是 面向 未 来 的 教师 教育 的 
基本 模式 "加 以 教学 案例 为 载体 的 行动 研究 ， 
属于 这 一 模式 , 它 通 过 教学 实践 、 理论 指导 、 行 
动 反 思 达 到 一 种 更 新 ` 发展 和 成 长 . 实施 “以 教 
学 案例 为 载体 的 行动 研究 "的 基本 模式 , 如 图 1 
所 示 . 

















思想 实验 教学 反思 一 | 教学 案例 为 
. 课堂 理性 理论。 | 工 体 /教师 
雪人 
作 平台 : 理 
教师 : 传统 创新 创新 “| | 次 学 习 .这 
教学 ”| 例 设计 、 行 

更 新 观念 ”改善 行为 。 一 为 反思 

图 1 


这 一 模式 说 明了 本 研究 的 过 程 分 教师 和 专 
家 两 条 线 进 行 . 教师 在 进行 传统 的 教学 后 , 通 
过 专家 的 指导 , 学 习 一 些 新 的 教学 理论 , 更 新 
观念 , 对 传统 的 教学 过 程 重新 进行 设计 , 使 其 
具有 创新 成 分 , 并 利用 这 创新 设计 改善 教学 行 
为 , 进行 创新 教学 . 对 于 专家 而 言 , 先是 对 教师 
的 传统 教学 进行 观摩 , 对 其 实录 , 编 成 教学 案 
例 ; 随后 对 这 一 教学 案例 进行 分 析 , 运用 教学 
理论 对 原案 例 进行 理性 重建 , 改编 成 新 的 教学 
案例 , 这 是 一 个 思想 实验 的 过 程 ; 其 后 结合 
师 的 创新 教学 , 和 他 们 一 起 对 教学 进行 反思 , 对 
新 案例 进行 理论 分 析 . 通过 这 样 一 轮 活动 , 达 
到 理论 与 实践 的 碰撞 与 融合 . 很 明显 , 教学 案 
例 是 本 研究 的 载体 借助 于 教学 案例 (传统 案 
例 和 创新 案例 ), 教师 和 专家 进行 合作 , 这 些 合 
作 活 动 包括 理念 学 习 、 案 例 设计 和 行为 反思 . 

3. 研究 案例 

为 了 对 上 述 基 本 模式 进行 说 明 , 我 们 在 此 
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选择 了 一 个 教学 内 容 的 研究 过 程 作为 研究 案 

例 , 以 时 间 顺 序 给 出 三 个 教学 案例 , 使 教师 与 

研究 者 (专家 ) 在 共同 制作 教学 案例 时 出 现 的 困 

惑 与 思索 、 教 师 在 理念 与 经 验 引领 之 下 的 行为 

自省 、 教 学 经 验 重 构 、 扎 根 理论 建立 等 过 程 有 
个 全 景 式 的 展示 . 

多 案例 1:《 圆 锥 曲线 .椭圆 》 的 传统 教学 四 

(1) 引出 课题 : 汽车 油 负 的 横 截 面 的 轮 廊 ， 
行星 和 卫星 运行 的 轨迹 等 . 

(2) 探讨 椭圆 的 本 质 特征 , 给 椭圆 下 定义 : 
教师 利用 两 个 图 和 钉 , 一 条 定 长 的 细 线 , 一 支 粉 
笔 , 在 小 黑板 上 演示 一 个 椭圆 形成 的 过 程 ; 要 
求学 生 注 意 观 察 该 画图 过 程 , 思考 椭圆 与 圆 有 
哪些 相同 与 不 同 的 特征 . 

(3) 根据 椭圆 定义 , 推导 柄 圆 的 标准 方程 

(4) 例题 讲解 和 练习 . 

(5) 小 结 . 

4 对 案例 1 的 反思 

这 一 内 容 通常 以 椭圆 的 机 械 画 法 引入 . 也 
有 教师 先 讲 海尔 : 波 普 茵 星 的 现象 , 或 者 拿 出 
一 个 圆锥 模型 让 学 生 观 察 截面 的 形状 , 再 由 机 
械 画 法 引出 椭圆 的 定义 以 及 焦点 的 概念 . 这 样 
教师 直接 地 、 生 硬 地 把 概念 “ 抛 " 给 了 学 生 . 尤 
其 是 “焦点 ”, 更 象 是 “从 天 而 降 ”; 而 焦点 之 所 
以 为 焦点 , 学 生 却 是 不 明 所 以 . 教师 应 给 学 生 
独立 探索 的 时 间 和 自由 想象 的 空间 , 让 他 们 经 
历数 学 知识 发 生 、 发 展 的 全 过 程 . 这 样 学 生成 
为 学 习 的 主体 , 而 教学 真正 建立 在 学 生 自己 探 
索 、 思 考 、 理 解 的 基础 上 . 于 是 教师 和 研究 者 
共同 设计 了 新 颖 的 案例 2. 

多 案例 2:《 圆 锥 曲线 .椭圆 》 的 创新 设计 

(1) 问题 :“ 柄 圆 ? 两 字 让 你 想到 了 什么 ? 或 
者 说 椭圆 与 加 有 什么 关系 (图 2~ 图 入 压 般 的 
圆 、 拉 长 的 圆 、 倾 儿 的 圆 )? 


图 2 图 3 图 4 
(2) 问题 : 顶 圆 怎么 画 ?》 圆 可 以 用 圆规 ， 因 
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为 它 是 到 定点 距离 等 于 定 长 的 点 的 集合 . 那么 ， 
椭 贺 又 会 有 什么 性 质 呢 ? 

(3) 动画 演示 :“ 压 ” 圆 成 梢 圆 ,圆心 “ 弹 开 ”, 
半径 “分 成 "两 条 (图 5~ 图 7). 


四 ER 


图 5 图 6 图 7 

(4) 观察 :椭圆 两 条 “半径 ”与 辆 的 半径 有 什 
么 关系 (相等 )? 

(5) 动画 :两 条 “半径 ”与 椭圆 的 交点 移 到 其 
它 位 置 (图 8). 

(6) 猜想 :这 两 条 长 短 不 同 的 “半径 ”与 圆 半 
径 有 什么 关系 (和 为 半径 的 两 倍 )? 


图 8 

(7) 画图 :利用 猜想 画图 (实质 是 椭圆 的 机 
械 画 法 ), 也 可 用 几何 画板 演示 这 一 过 程 . 

(8) 形成 定义 :由 学 生来 概括 椭圆 的 定义 ， 
教师 根据 其 回答 适当 补充 . 

(9) 解决 问题 :根据 定义 , 求 柄 圆 方程 . 

4 对 案例 2 的 反思 

案例 2 有 几 个 优点 :一 是 由 直观 引入 . 以 圆 
为 知识 基础 , 抓 住 椭 圆 与 圆 的 关系 ， 直观 、 形 
象 、 生 动 . 二 是 椭圆 的 定义 不 是 教师 给 出 的 ， 
而 是 学 生 自己 通过 观察 、 猜 测 、 并 画图 检验 的 
过 程 中 概括 出 来 的 . 但 也 存在 着 问题 , 比如 说 
对 于 焦点 的 定义 , 不 但 没 能 让 学 生 知 其 然 且 知 
其 所 以 然 , 反而 让 学 生 错误 地 认为 焦点 是 由 
的 圆心 分 开 而 来 的 . 另外 , 假如 说 学 生 事 先 预 
习 了 课本 , 已 经 知道 了 椭圆 的 定义 , 轻松 答 出 
问题 2, 那 教 师 该 如 何 处 理 呢 ? 接 下 来 的 动画 
演示 、 探 索 猜 想 、 概 念 形成 还 有 意义 吗 ? 无 论 
教师 事先 设计 的 教学 过 程 多 么 巧妙 , 可 学 生 一 
旦 预习 过 , 那么 所 谓 的 在 课堂 上 展现 的 探索 过 
程 , 往往 成 为 师 生 间 一 次 拙劣 的 表演 . 
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对 此 , 研究 者 和 教师 一 起 进行 了 深入 的 思 
考 , 最 后 找到 一 种 方法 :对 教材 进行 深加工 . 教 
师 认 真 研究 学 生 的 认 知 水 平 , 仔细 分 析 教 材 , 深 
入 挖掘 数学 内 部 的 联系 . 在 此 基础 上 , 对 教材 
内 容 进行 重新 编排 , 设计 出 一 个 既 以 教材 内 容 
为 基础 的 , 又 不 同 于 教材 编排 顺序 的 教学 方案 . 
以 此 为 蓝本 , 发 现 式 、 探 究 性 的 教学 得 以 顺利 
地 展开 . 《圆锥 曲线 》 中 的 三 种 曲线 , 哪 种 学 生 
最 熟悉 ? 毫 无 疑问 , 是 抛物 线 . 因为 他 们 对 二 
次 函数 及 其 图 象 是 熟知 的 , 而 y = kx? (k 去 0) 
这 类 函数 图 象 即 是 抛物 线 的 一 种 . 可 以 把 抛物 
线 提 到 椭圆 、 双 曲线 之 前 来 学 习 . 由 此 , 研究 
者 和 教师 共同 设计 了 案例 3， 在 教学 之 后 , 又 
对 其 进行 了 理论 分 析 . 
多 案例 3:《 圆 锥 曲线 - 殷 物 线 ) 的 创新 教学 [9 
(1) 活动 :折纸 ，( 图 9) 在 纸 片 2 厘米 处 设 
置 一 点 , 如 图 示 方 法 , 将 纸 拆 20 到 30 次 , 形成 
一 系列 折 痕 , 它们 整体 地 勾画 出 一 条 曲线 的 轮 
麻 























接近 . 
(4) 几何 画板 动态 演示 折纸 过 程 及 抛物 线 . 
(5) 活动 :( 图 10) 画 三 条 平行 于 y 轴 的 直线 ， 
折纸 , 发 现 1: 其 反射 线 经 过 Y 轴 上 一 定点 . 




















(6) 几何 画板 演示 这 一 过 程 ( 证 明 可 让 学 
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生 课 后 完成 ). 

(7) 概念 形成 :焦点 (一 组 平行 于 轴 的 直 
线 经 抛物 线 反射 后 汇聚 到 焦点 , 由 焦点 出 发 的 
直线 经 抛物 线 反射 后 成 一 组 平行 线 ). 

(8) 发 现 2: 抛物 线 上 的 点 到 焦点 的 距离 等 
于 到 纸 边 的 距离 . 定义 准 线 . 

(9) 形成 定义 : (学 生 概括 , 教师 补充 ) 平面 
内 与 一 个 定点 已 和 一 条 定 直 线 ! 的 距离 相等 的 
点 的 轨迹 叫做 抛物 线 ， 点 下 叫做 抛物 线 的 焦 
点 ,直线 ! 叫 做 抛物 线 的 准 线 . 

人 且 e 二 1(ML 为 抛物 线 上 一 
点 到 直线 1 的 距离 ). 

(10) 求 抛物 线 标准 方程 (分 四 种 情况 , 略 ). 

(11) 探 完 e 值 的 改变 ， 引 出 问题 : 抛物 线 
e 三 1 那么 , 当 0<e< 工 又 及 e> 工 时 , 轨迹 
又 如 何 呢 (引出 下 一 课题 :椭圆 和 双 曲 线 )? 

儿 对 案例 3 的 理论 分 析 

(1) 要 在 教材 的 深加工 上 下 工夫 . 

案例 3 打破 了 原 有 教材 的 知识 编排 体系 ， 
改变 了 传统 由 教师 按照 教材 , 把 概念 直接 “ 抛 ” 
给 学 生 的 教学 方式 . 原来 教材 次 序 是 椭圆 、 双 
曲线 、 抛 物 线 ， 案例 3 则 从 问题 情境 (折纸 活 
动 ) 到 发 现 抛物 线 轨迹 、 焦 点 、 准 线 , 形成 定 
义 ; 从 抛物 线 定义 中 对 e 的 分 类 讨论 引出 椭圆 
和 双 曲 线 的 轨迹 及 其 定义 . 问题 的 引发 自然 、 
恰当 , 概念 的 产生 和 形成 是 学 生 探 究 问题 本 质 
联系 的 产物 , 而 三 种 圆锥 曲线 概念 又 构成 一 个 
有 机 整体 . 事实 上 , 数学 是 中 学 课程 中 最 富 于 
系统 性 和 内 部 联系 的 学 科 , 数学 教学 应 让 学 生 
充分 感受 数学 内 部 的 联系 以 及 运动 与 变化 . 考 
虑 到 教材 是 封闭 的 体系 ,而 教学 是 生动 的 、 灵 
活 的 , 这 就 需要 教师 根据 学 生 的 认 知 水 平 , 深 
入 挖掘 数学 内 部 的 联系 , 对 教材 进行 处 理 , 设 
计 出 一 个 既 以 教材 内 容 为 基础 的 , 又 不 同 于 教 
材 编排 顺序 的 教学 过 程 . 

(2) 数学 教学 应 有 利于 学 生 的 再 创造 . 

案例 3 中 引入 了 折纸 活动 , 使 原本 单调 、 枯 
燥 的 数学 课 生 动 起 来 , 充满 了 乐趣 ; 定义 的 给 
出 , 不 是 教师 也 不 是 教材 “ 抛 ” 出 的 , 而 是 学 生 
自己 发 现 、 概 括 的 . 教师 的 工作 是 把 教学 设计 














4-8 数学 教学 


成 学 生动 手 操作 、 多 媒体 辅助 、 观 察 猜 想 、 揭 
示 规 律 、 引 入 定义 、 形 成 概念 等 一 系列 过 程 . 
传统 的 教学 侧重 于 学 生 对 概念 的 接受 和 结 
的 掌握 ; 案例 3 侧重 于 概念 的 产生 、 构 建 、 形 
成 , 学 生 对 过 程 的 探究 及 在 此 过 程 中 所 形成 的 
一 般 数 学 能 力 . 事实 上 , 在 教学 中 , 教师 不 必 将 
各 种 规则 、 定 律 灌输 给 学 生 , 而 是 应 该 创造 合 
适 的 条 件 、 设置 丰富 的 情境 、 提 供 具体 的 例子 ， 
让 学 生 在 实践 活动 的 过 程 中 , 自己 “再 创造 "出 
各 种 概念 、 法 则 , 或 是 发 现 有 关 的 各 种 规律 . 教 
师 的 关键 是 设计 好 的 问题 情景 和 活动 , 并 在 学 
生 探 究 受 阻 时 , 恰当 地 介入 和 诱导 . 

(3) 数学 教学 应 有 利于 学 生 学 会 数学 化 . 

数学 发 展 的 历史 表明 , 每 一 个 重要 的 数学 
概念 的 形成 和 发 展 , 其 中 都 有 丰富 的 经 历 ; 然 
而 出 现在 数学 教科 书 中 时 , 却 掩盖 了 其 中 人 类 
探索 的 “火热 的 思考 ”, 而 凝固 成 “冰冷 的 美丽 ”. 
对 学 习 者 个 人 而 言 ,数学 概念 的 形成 过 程 应 该 
是 一 个 数学 化 的 过 程 . 在 案例 3 中 , 学 生 的 思 
维 不 一 定 真 实 重演 人 类 对 圆锥 曲线 认识 的 过 
程 , 但 确 确实 实 通过 观察 、 比 较 、 分 析 、 归 纳 、 
抽象 、 概 括 等 思维 活动 , 在 探索 中 学 习 数 学 化 . 
教师 要 充分 发 挥 创造 性 、 能 动 性 , 设计 出 合理 
的 、 有 利于 学 生 学 会 数学 化 的 教学 过 程 . 

4. 说 明 与 思 

“以 教学 案例 为 载体 的 行动 研究 "在 实践 中 
是 一 个 丰富 的 、 多 元 的 、 需 要 根据 实际 情况 不 
断 地 加 以 调节 的 过 程 . 如 何 促使 教师 在 教育 行 
动 中 成 长 , 专业 引领 与 行为 跟 进 是 两 个 必须 把 
握 的 关键 性 问题 . 在 行动 研究 过 程 中 , 我 们 发 
现 教 师 的 参与 有 从 被 迫 参与 ( 迫 于 领导 的 压力 ) 
到 主动 参与 (自身 有 需要 )、 消 极 投入 (跟着 专 
家 走 ) 到 积极 投入 (能 提出 自己 的 见解 和 建议 ) 








和 TTT 


(上 接 第 4-4 页 ) 
代 做 , 而 且 还 要 设计 一 定 的 情境 引导 学 生 去 做 . 
那 位 叙事 教师 第 二 次 教学 时 的 成 功 在 于 他 准确 
地 把 握 了 情境 教学 法 的 特点 . 
在 叙事 活动 中 , 我 体会 到 教师 知识 是 一 种 
积累 , 更 是 一 种 应 用 . 如 果 通 过 一 次 次 教学 


2005 年 第 4 期 
的 转化 . 如何 使 教师 快速 实现 这 种 转变 , 值得 
我 们 进一步 研究 . 

“以 教学 案例 为 载体 的 行动 研究 "作为 一 种 
教师 成 长 的 模式 , 有 如 下 三 个 要 素 : @ 教学 案 
例 , 它 是 行动 研究 的 载体 ; @ 合作 平台 , 教师 和 
专家 的 合作 平台 主要 有 理念 学 习 、 案 例 设 计 、 
行为 反思 ; @ 运作 过 程 , 包括 教师 和 专家 两 条 
流程 . 教师 流程 包括 原 行 为 、 新 设计 、 新 行为 
三 个 阶段 , 其 间 有 两 轮 在 寻找 差距 中 的 反思 和 
调整 ; 专家 流程 包括 观察 、 思 考 、 分 析 三 阶段 . 
这 两 条 流程 多 次 往复 , 达到 螺旋 式 的 上 升 . 这 
种 合作 式 的 研究 也 改变 了 传统 的 观念 , 它 说 明 
不 一 定 是 专家 才能 判断 知识 传导 的 有 效 性 , 第 
一 线 教师 也 有 能 力 成 为 教育 研究 的 参与 者 , 他 
们 的 参与 将 缩短 研究 成 果 与 应 用 的 距离 以 及 
教 与 学 的 距离 9, 并 有 效 地 改进 教师 的 教学 行 
为 . 

参考 文献 

[1] 张 维 忠 ， 有 效 地 改进 教师 的 教学 行为 
[可 . 数学 教育 学 报 . 2001.10 (4). P.25-28. 

D] 顾 淮 沅 . 王 洁 . 教师 在 教育 行动 中 成 长 
[可 . 课程 .教材 . 教 法 . 2003(1).P.9-15. 2003(2). 
P.14-19. 

[3] 顾 冷 沅 . 教师 教育 的 专业 化 与 教师 继续 
教育 课程 ， 载 教学 改革 的 行动 与 诠释 [M. 人 
民 教 育 出 版 社 . 2003. P.410. 

壬 钟 善 基 ， 中 国 著名 特级 教师 教学 思想 
录 (中 学 数学 卷 )[M]. 江苏 教育 出 版 社 . 1996. 
P.236. 

5] 刘 智 强 、 朱 哲 . 圆锥 曲线 概念 教学 重新 
设计 町 . 数学 教学 . 2003 (10). P.5-7. 

[6] 安 淑 华 . 数学 教育 中 的 行动 研究 可. 数 
学 教育 学 报 . 2002.11 (2). P.5-8. 


和 TAALNNNT~N 


叙事 活动 , 教师 由 一 名 普通 听众 变 成 一 位 身体 
力行 的 实践 者 , 并 对 一 些 “ 传 统 的 "、“ 流 行 的 ”、 
“先进 的 "教学 行为 进行 反思 , 养 成 理论 学 习 与 
教育 实践 相 结合 的 习惯 , 那么 , 在 讲 故 事 、 听 
故事 的 活动 中 , 促进 自身 素质 的 提高 决 不 会 是 


一 句 空 话 . 
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1. 问题 的 提出 

随 着 新 课程 标准 推行 的 临近 , 有 关 课 程 设 
置 的 探讨 越 来 越 多 , 引起 了 大 众 的 关注 . 怎样 
才能 使 课程 更 合理 、 更 科学 、 更 符合 学 生 的 实 
际 , 是 每 一 位 课程 开发 者 的 首要 职责 ,也 是 每 
位 教师 关心 的 事 

球 的 体积 作为 高 中 数学 课程 的 一 节 , 不 同 
的 教师 在 教学 中 使 用 的 方法 各 异 ,有 的 教师 以 
此 为 契机 , 介绍 中 外 各 种 方法 , 来 显示 自古 至 今 
人 类 的 艰辛 探求 历程 ; 有 的 教师 启发 点 拨 , 让 
学 生 自行 寻 接 结 论 , 以 开发 学 生 的 思维 空间 ; 有 
的 教师 照 本 宣 科 , 讲述 了 教材 中 的 方法 ; 其 至 
有 的 教师 把 该 节 内 容 删 去 , 只 告诉 结论 7 天 = 
SnR3. 那么 , 在 教学 中 , 究竟 应 该 如 何 处 理 这 
一 内 容 呢 ? 另外 , 在 高 级 中 学 课本 《立体 几何 ) 
(必修 ) 中 , 球 的 体积 是 利用 祖 量 公 理 推导 出 来 
的 , 而 在 近年 来 的 新 教材 中 , 用 切片 法 取代 了 
这 一 沿用 了 几 十 年 的 方法 , 切片 法 是 否 优 于 公 
理 法 呢 ? 

基于 这 些 问题 , 笔者 进行 了 调查 研究 

2. 研究 过 程 

2.1 对 象 

选取 一 所 企业 子弟 学 校 高 二 年 级 的 364 名 
学 生 作为 样本 . 学 生成 绩 参差 不 齐 , 调查 时 做 
到 好 、 中 、 差 兼顾 . 

2.2 方法 

采用 问卷 和 访谈 法 ， 发 出 问卷 364 份 , 收 
回 有 效 问卷 322 份 , 回收 率 为 88%， 对 其 中 的 
部 分 被 斌 进行 访谈 

2.3 步骤 

在 学 习 球 的 体积 结束 后 , 马上 补充 其 它 的 
推导 法 ,使 学 生 共 接触 了 4 种 方法 , 在 这 里 分 别 
称 之 为 公理 法 ( 祖 蜡 公 理 )、 切 片 法 (新 教材 中 








的 方法 )、 锥 体 法 (把 球面 分 割 , 而 后 把 球 分 成 
以 球 心 为 顶点 、 球 面 为 底面 的 锥 体 )、 合 盖 法 
( 刘 微 和 祖 噶 的 牟 合 方 盖 方 法 ), 并 附 以 相应 的 
问题 , 第 二 天 收回 , 进行 统计 , 然后 访谈 部 分 被 
试 . 








3. 调查 结果 
3.1 对 四 种 证 明 方 法 各 有 所 爱 
在 回答 问题 1“ 对 于 这 四 种 推导 方法 , 你 感 
觉 如 何 ?” 时 , 被 试 的 回答 结果 见 表 1. 
表 1 被 试 对 四 种 方法 的 满意 程度 (百分比 ) 


由 表 1 可 以 看 出 , 最 令 人 满意 的 是 锥 体 法 ， 
有 57.4% 的 学 生 感 到 满意 , 新 教材 中 的 切片 
法 仅 有 34.8% 的 学 生 满意 , 最 不 让 人 满意 的 是 
合 盖 法 , 只 有 一 成 稍 多 的 学 生 满 意 , 而 一 半 以 
上 的 人 不 满意 . 这 与 随后 的 结果 基本 一 致 . 对 
于 问题 2“ 你 最 偏爱 哪 一 种 方法 ?”” 共有 102 人 
(31.7%) 选择 公理 法 ，93 人 (28.9%) 选择 切片 
法 , 115 人 (35.7%) 选 择 锥 体 法 , 12 人 (3.7%) 选 
尘 合 盖 法 . 

3.2 教学 时 应 提供 的 方法 种 数 

在 回答 问题 3“ 在 教学 中 , 应 采取 几 种 方法 
为 宜 ”” 时 , 结果 如 下 表 2: 

表 2 教学 中 采用 的 推导 方法 数 


法 
人 区 24 
表 2 表 明 , 在 教学 中 , 学 生 愿 意见 到 不 同 的 


方法 , 但 不 要 过 多 , 最 好 是 两 种 方法 . 
3.3 推导 方法 对 学 生 的 作用 
对 于 问题 4“ 在 直角 坐标 平面 内 , 由 直线 x 
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= 1, y = 0 和 曲线 y = Z“ 围 成 一 个 平面 图 
形 ( 如 图 1), 你 有 办 法 求 出 它 的 面积 吗 ?” 有 约 
30 儿 的 学 生 求 得 正确 结果 , 约 30% 的 学 生 用 单 
位 正方 形 的 面积 减 去 半径 为 1, 圆心 角 为 90? 的 
扇形 的 面积 , 显然 , 这 是 把 抛物 线 误 认为 圆 弧 ， 
其 他 学 生根 本 无 从 下 手 . 


2 





图 1 

凡 回 答 正确 者 无 一 例外 都 是 受 切 片 法 的 启 
示 , 将 该 区 域 分 割 成 一 系列 的 小 曲 边 矩 形 , 然 
后 近似 成 小 矩形 , 再 求 和 , 最 后 求 极限 . 

对 于 问题 5“ 设 有 一 个 椭圆 , 其 长 轴 为 24、 
短 轴 为 25, 现 将 椭圆 绕 长 轴 施 续 得 一 个 桶 球体 ， 
你 有 办 法 求 出 它 的 体积 吗 ?” 共有 63 人 ( 占 总 
数 的 19.6%) 得 到 正确 答案 全 ra12， 其 中 她 人 
起 答对 人 数 的 74.6%) 采 用 的 是 切片 法 , 即 把 
半 个 李 球 体 nn 等 分 , 把 每 一 份 看 成 圆柱 , 求 出 体 
只, 相 加 , 再 求 极限 . 另外 16 人 ( 占 答对 人 数 的 
25%) 利用 祖 蜡 公 理 , 即 构造 一 个 与 椭 球 截面 积 
处 处 相等 的 几何 体 ( 如 图 2). 


hy 

















4. 原因 分 析 

4.1 学 生 喜 欢 简 约 , 避 繁 就 简 

对 于 问题 1, 学 生 之 所 以 倾向 于 公理 法 和 
锥 体 法 , 大 部 分 被 试 认 为 这 两 种 方法 简单 明了 ， 
便于 理解 , 容易 接受 ; 而 切片 法 的 教学 过 程 长 ， 
计算 量 大 , 麻烦 且 易 错 ; 对 于 我 国 古代 的 数学 
家 刘 微 和 祖 蜡 使 用 的 牟 合 方 盖 法 , 被 试 普遍 觉 
得 太 深 奥 了 , 术语 太 多 , 难以 理解 , 自己 根本 不 
可 能 想到 , 即使 勉强 看 懂 了 , 也 无 法 掌握 . 根据 
奥 苏 贝尔 的 意义 学 习 理 论 , 在 学 习 时 , 学 生 表 
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现 出 一 种 意义 学 习 的 倾向 , 即 表 现 出 一 种 在 新 
学 的 内 容 与 自己 已 有 知识 之 间 建 立 联系 的 倾 
向 , 而 且 能 够 与 学 生 已 有 知识 结构 联系 起 来 . 
公理 法 和 切片 法 正 是 在 圆柱 和 圆锥 的 基础 上 
进行 的 , 而 合 盖 法 与 学 生 现 有 知识 结构 之 间 存 
在 很 大 空 档 . 这 样 的 学 习 也 就 没有 什么 效果 可 
言 . 在 随后 的 访谈 中 , 一 些 学 生 (成 绩 较 好 善于 
思考 问题 者 ) 对 锥 体 法 提出 疑问 : 球 的 表面 积 是 
如 何 求 出 的 ? 当然 , 这 种 方法 是 在 5 刺 = 47r7” 
的 前 提 下 得 出 的 , 而 要 求 得 球面 面积 并 不 简单 . 

4.2 学 生 对 极限 的 认识 不 足 

在 新 教材 中 , 极限 放 在 了 高 三 的 选修 课程 
内 ， 在 学 习 立 体 几 何 之 前 ， 触 及 的 大 多 为 “有 
限 ” 的 思想 , 很 少 利用 “无 限 ? 来 处 理 问 题 , 更 不 
用 说 极限 了 . 因此 , 在 解释 为 什么 对 切片 法 和 
公理 法 不 其 满意 时 ，20% 的 被 试 提出 了 疑问 : 
这 样 的 结果 不 严密 、 不 科学 , 它 是 近似 的 吧 ? 
在 访谈 中 也 发 现 : 一 旦 他 们 理解 了 极限 的 概念 ， 
又 会 对 这 些 很 感 兴趣 , 为 这 一 新 颖 的 方法 叫好 ， 
这 也 充分 显示 了 现代 数学 的 巨大 威力 . 看 来 极 
限 作为 一 种 数学 思想 和 工具 , 对 学 生 思维 水 平 
的 提高 是 大 有 帮助 的 , 应 该 及 早 向 学 生 渗透 极 
限 思 想 . 

4.3 学 生 的 急功近利 和 被 动 学 习 

在 问卷 中 , 笔者 顺便 设置 了 这 样 一 问 : 在 教 
学 中 , 这 4 种 方法 是 否 有 必要 全 部 讲述 ? 回答 
的 结果 是 约 四 分 之 一 的 被 试 认为 “有 必要 ”, 同 
样 的 约 四 分 之 一 的 被 试 认 为 “ 没 必要 ”, 其 他 一 
半 党 得 “无 所 谓 ”， 究 其 原因 , 回答 “有 必要 ”者 
大 多 觉得 多 种 方法 开阔 视野 , 丰富 知识 , 每 种 
方法 各 有 优点 , 在 学 习 中 体会 不 同 思想 ,效果 更 
好 ; 回答 “ 没 必要 ?者 普遍 认为 在 此 花费 太 多 的 
时 间 是 不 明智 的 , 必然 会 影响 其 它 内 容 的 学 习 . 
有 的 甚至 说 :高考 又 不 考 ， 讲 这 些 干什么 ?”、 
“只 要 记 住 公式 就 行 了 , 管 它 怎么 来 的 "看 来 ， 
某 些 学 生 的 学 习 存在 急功近利 思想 , 学 习 总 是 
围绕 着 考试 和 高 考 而 进行 的 . 对 于 持 “ 无 所 谓 ” 
态度 的 被 试 者 , 又 可 分 为 两 类 : 一 类 是 具有 上 
述 两 种 想法 , 心里 矛盾 , 犹豫 不 定 ; 另 一 类 学 生 
的 学 习 全 是 由 老师 决定 , 老师 教 什么 , 自己 就 
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在 高 三 复习 课 上 , 笔者 引导 学 生 参 与 下 列 
例题 的 分 析 过 程 

例 已 知 点 4A(2,2), 设 忆 为 本 加 和 十 拖 
二 1 的 右 焦点 ,1 是 贿 国 上 一 动 点 ,来 |AaMX| 
3|MF| 的 最 小 信 , 并 求 此 时 M7 点 的 坐标 

分 析 : (1) 能 否 建立 目标 函数 求 最 值 ? 

设 M(z, 切 是 贿 贺 上 任意 一 点 , 则 

[AM|+ 了 MRI 


= V(r -2 + 2) 


和 TAT rr rr rr 人 


学 什么 , 老师 怎么 教 , 自己 就 怎么 学 , 完全 是 被 
动 地 学 习 , 勿 庸 置疑 , 目前, 这 类 学 生 不 在 少数 . 

5. 几 个 结论 

5.1 对 4 种 方法 的 评价 

合 盖 法 巧妙 的 构思 , 恰当 的 转化 , 不 能 不 
让 人 为 之 惊叹 . 但 术语 过 多 , 难度 过 高 , 又 使 人 
望而却步 . 锥 体 法 既 简单 , 又 体现 现代 数学 思 
想 , 因而 满意 率 最 高 , 但 必须 以 球 表 面积 为 前 
提 . 在 没有 推 得 球面 面积 之 前 , 这 种 方法 不 严 
密 . 公理 法 运算 较 少 , 直接 明了 , 同时 又 能 反映 
我 国 古 代数 学 成 就 , 但 等 体积 的 几何 体 却 不 易 
构造 . 切片 法 运用 极限 , 方法 具有 可 推广 性 , 但 
运算 量 太 大 , 容易 出 错 . 

5.2 对 教材 的 建议 

教学 应 以 一 种 方法 为 主 , 如 新 教材 中 的 切 
片 法 , 但 其 它 方法 也 应 有 所 提 及 , 可 以 放 在 阅 
读 材料 中 , 供 有 兴趣 的 学 生 阅读 . 新 课程 标准 
在 选修 内 容 中 安排 数学 史 知 识 选 讲 , 球体 体积 
推导 历程 就 是 很 好 的 素材 . 

极限 作为 一 种 新 的 工具 , 对 于 培养 思维 的 
深刻 性 、 复 杂 性 ,有 着 独特 的 作用 ,所 以 应 该 





再 转化 为 一 元 函数 的 最 值 问 题 . 显然 代入 
消 元 不 易 . 

(2) 可 否 转化 为 三 角 函数 求 最 值 ? 

设 椭圆 和 十 人 = 1 上 任 一 点 M 的 参数 
坐标 为 (5cos0,3sin 0), 则 

[AM|+ 了 MB 

一 V(5cos0 一 2) 2 十 (3sinb0 一 2)? 

+ (5cos0 一 4)2 十 (3sin0)2， 

最 值 易 求 吗 ? 

(8) 观察 |4M| + 了 MP, 思考 下 列 问题 


@ 为 什么 |MF| 要 乘 以 


和 OANA~N 


及 早 渗透 , 例如 , 和 老 教 材 一 样 , 将 极限 放 在 数 
列 一 章 , 这 样 既 可 使 知识 具有 系统 性 ， 又 体现 
了 现代 数学 对 中 学 数学 的 指导 作用 . 

5.3 对 教学 的 建议 

由 调查 可 以 得 出 , 球体 积 教 学 , 采用 两 种 
方法 为 好 , 不 宜 过 多 过 少 , 且 要 选取 简练 便捷 
的 方法 . 

由 3.3 可 以 看 出 , 学 生 能 够 解决 问题 4 和 问 
题 5, 关键 是 得 益 于 球体 积 公式 推导 法 的 影响 ， 
不 同 的 方法 对 学 习 者 都 会 有 不 同 的 启示 . 教育 
心理 学 家 加 涅 指出 : 影响 问题 解决 的 最 明显 的 
因素 是 学 习 者 必须 能 回忆 起 先前 习 得 的 与 问 
题 有 关 的 规则 , 正 是 这 些 推导 方法 所 用 到 的 思 
想 在 解决 问题 过 程 中 被 激活 , 才 使 问题 得 以 解 
决 . 因此 , 教学 时 要 注重 思想 方法 的 教学 , 切 不 
可 就 题 论题 , 即 “ 授 人 以 鱼 , 不 如 授 人 以 渔 ” 
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4-12 
@ 这 里 的 了 表示 什么 ? 
5 72 112 
这 里 的 本 是 椭圆 站 十 了 二 1 的 离心 率 
e = 和 的 个 数 ,而 | 可 是 精 园 上 任 一 点 到 焦点 


的 距离 , 联想 到 本 加 的 另 一 个 定义 , 31MR| 表 
示 人 点 到 右 准 线 的 距离 [MN|, 从 图 中 (图 略 ) 
得 知 当 4M、MN 共 线 时 ,|4M| + MX 为 


最 小 , 即 4 点 到 右 准 线 的 距离 为 AM/I+3IMR| 
的 最 小 值 , 此 时 过 4 点 作 右 准 线 的 垂 线 与 本 加 
的 交点 为 所 求 的 MM 点 ( 解 管 由 学 生 完成 ) 
小结: 此 是 我 们 从 观察 入 手 , 发 现 " 特 征 数 

值 了 是 椭圆 的 离心 率 的 倒数 "这 一 隐 全 条件, 联 
起 到 枯 贺 的 第 二 定义 , 获得 问题 的 解决 

这 时 有 学 生 A* 略 叶 

“老师 , 如 果 题目 中 没有 这 个 2, 还 能 求 最 
小 值 吗 ?” 

没有 了 了 了 还 能 求 最 小 什 吗 ? 笔者 课 前 还 真 
没 想 过 ! 是 措 塞 过 去 ? 还 是 引导 同学 们 探讨 一 
下 呢 ?笔者 选择 了 后 者 | 

“你 是 怎么 想到 这 个 问题 的 ? 

(我 想 这 道 题 中 -起 着 关键 作用 ， 如果 没 


有 了 或 者 改 成 其 它 的 什么 数 , 可 能 就 不 好 求解 
所 以 就 想 问 问 老 师 ” 

“好 的 , 让 我 们 一 起 来 研究 把 了 改 为 1 时 如 
何 求 最 小 值 ” 

这 样题 目 改 为: 已 知 点 4(2,2), 设 甩 为 椭 
元 十 打 = 1 的 右 焦 点 , M 是 椭圆 上 一 动 点 ， 
求 |AM| + |M | 的 最 小 值 , 并 求 取得 最 小 什 
时 My 点 的 坐标 

引导 学 生 分 析 :| 及 | 是 酉 圆 上 的 点 M 到 
右 焦点 的 距离, 联想 到 点 M 到 左 焦点 瓦 的 距 
离 , 连结 MI, 有 

IMF|+|MF,|= 2a = 10. 

则 

IAM|+|IMFz|= |AM|— |IMF|+ 2a. 

学 生 1: 响 , 人 4AM 中 两 边 之 差 |41M| - 
1M 让 | 小 于 第 三 边 |41|, 当 三 点 M、A4、 让 
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共 线 时 是 最 大 值 , 不 是 最 小 值 . 

学 生 2: 两 线段 之 差 |1424| 一 |M 玉 | 小 于 等 
于 |4 帮 |, 应 该 “加 上 绝对 值 ". 即 

[AM| =— |MFI| < |AF), 

-|AF| < |AM|-— IMIR| < |Am), 

这 样 , 左边 代入 是 最 小 值 , 右边 代入 是 最 
大 值 . 

所 以 , 此 题 的 解法 为 :连结 点 4 和 左 焦点 五 
得 到 直线 4 户 与 椭圆 交 于 两 点 M1、1M2, 求 得 
点 Mi、 iM 的 坐标 . 

当 点 M 取 AM 时 |4M|+ | 本 有 最 小 值 
为 10 一 2V10; 

当 点 几 取 M2 时 |4M| 十 |M82| 有 最 大 值 
10 十 2VI0. 

学 生 3: 我 想到 一 种 方法 , 要 在 椭圆 上 找 一 
点 MM 使 |4M| 十 |MF2| 最 小 , 只 要 想到 从 点 也 
发 出 的 光线 射 到 椭圆 上 , 反射 后 经 过 点 4, 而 
反射 点 就 是 所 求 的 点 . 

教师 : 你 怎么 有 这 样 的 想法 呢 ? 

学 生 3: 我 联想 到 以 前 有 这 样 一 个 题目 : 

在 直线 ! 上 求 一 点 书 到 直线 ! 同 侧 的 两 点 
A、B 的 距离 之 和 最 小 . 

那 时 是 利用 对 称 点 来 求 的 , 实际 上 就 是 从 
点 4 发 出 的 光线 射 到 直线 ! 上 , 反射 后 过 点 B. 
这 样 联想 到 可 以 利用 椭圆 的 光学 性 质 一 从 一 
个 焦点 配 发 出 的 光线 射 到 椭圆 上 , 经 椭圆 反射 
后 一 定 经 过 男 一 焦点 及, 同样 得 到 这 道 题目 的 
解法 . 

真是 奇 思 妙 想 ! 一 道 题目 让 学 生 参 与 分 析 ， 
竟然 想到 了 椭圆 的 光学 性 质 , 这 是 笔者 始 料 未 
及 的 . 学 生 的 智慧 真是 无 穷 无 尽 . 

这 时 有 一 位 学 生 B“ 插 踢 ”: 

“老师 , 这 道 题目 中 , 点 五 是 椭圆 的 一 个 焦 
点 , 如 果 不 是 焦点 , 还 能 求 最 小 值 吗 ?7 

根据 上 题 的 解答 , 有 学 生 很 自然 地 想到 这 
一 点 的 . 题目 改 为 : a 
已 知 点 4(2,2)、B(3, -1D)，M 是 情 圆 于 二 











2 
了 二 1 上 任 一 点 , 求 |4M| 十 1BM| 的 最 小 值 . 
并 求 取得 最 小 值 时 点 M 的 坐标 . 
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随机 事件 的 “频率 ” 与 “概率 ” 


317000 浙江 省 临海 市 回 浦 中 学 狄 海 哆 


“频率 ”与 “概率 ”这 两 个 概念 是 概率 统计 中 
的 基础 性 概念 . 它们 之 间 联 系 密切 , 但 也 容易 
混淆 . 概率 是 一 个 固定 值 (0 到 1 之 间 的 常数 )， 
在 某 次 试验 中 , 事件 发 生 的 频率 是 不 可 预知 的 ， 
是 由 试验 结果 而 定 的 一 个 数 (0 到 1 之 间 的 变 
数 ). 我 们 把 概率 看 作 是 频率 的 稳定 值 ( 即 概率 
意义 下 的 极限 值 , 并 非 通常 数学 中 的 极限 值 ). 


和 TA rr rr rr 


学 生 4: 只 要 从 4 点 发 出 的 光线 射 到 椭圆 
上 的 M 点 , 反射 后 经 过 点 妃 即 可 , 只 要 求 出 点 
MM 的 坐标 . 

学 生 5: 这 时 反射 光线 不 经 过 另 一 焦点 

学 生 6: 好 求 , 可 以 设 点 MM 的 坐标 (xo, vo)， 
利用 入 射 角 等 于 反射 角 来 求 

学 生 7: 这 里 是 椭圆 , 又 不 是 平面 镜 , 哪里 
有 入 射 角 和 反射 角 ? 

学 生 8: 可 以 设想 反射 点 M 处 放 一 个 平面 
镜 . 噢 一 在 椭 贺 上 点 MM 处 画 一 条 切线 . 就 有 
入 射 角 和 反射 角 . 

学 生 9: 对 的 , 只 要 求 出 切线 的 斜率 , 再 利 
用 入 射 角 等 于 反射 角 , 求 出 点 M 的 坐标 . 

怎样 求 出 椭圆 的 切线 斜率 ? 

学 生 埋头 奋 笔 疾 书 ， 不 一 会 儿 , 求 得 切线 
的 斜率 为 有 一 一世 

求法 是 ; 设 切线 方程 9 一 Vo 三 上 (Zz 一 X0) 和 
椭圆 方程 地 + 后 = 1 联 立 , 消去 y 得 关于 2 
的 一 元 二 次 方程 , 利用 判别 式 为 0 求 得 . 





在 频率 收敛 的 意义 下 , 概率 可 以 解释 为 频率 . 
这 也 反映 了 常量 和 变量 的 辩证 统一 . 但 是 要 学 
生 用 “收敛 "的 意义 来 理解 “频率 ”与 “概率 ”的 关 
系 , 的 确 有 些 强人 所 难 . 

如 果 能 将 这 种 抽象 的 关系 还 原 成 具体 实 
例 , 那么 , 我 们 就 容易 辨 明 这 两 者 的 联系 与 区 
别 . 进而 为 学 生 学 习 概 率 统计 带 来 一 个 良好 的 


TT 


这 样 在 点 M 处 的 法 线 斜率 为 上 一 写 由， 
利用 入 射 角 等 于 反射 角 , 建立 方程 组 ， 





2 W722 tl _ 26% 
9z0 X05 2 _ Xo 3 9zo 
25 一 2 25 1)” 
a yolyo — 2) a yo(yo 十 1) 
9zo(zo 一 2) 9zo(zo — 3) 
Z0 多 _ 
25 9 


理论 上 可 求 出 点 M 的 坐标 (过程 较 繁 , 略 ). 

通过 两 位 学 生 的 “插嘴 ”, 把 一 道 常见 题 加 
以 推广 . 通过 课堂 讨论 , 师 生 多 向 交流 , 不 断 激 
活 每 位 学 生 的 “知识 宝库 ”, 能 保证 思维 的 连续 
递 进 , 促进 学 生 创 新 精神 的 发 挥 . 

同学 们 , 通过 这 道 题目 的 讨论 和 联想 , 我 
们 继续 深入 下 去 , 还 能 得 到 什么 ? 

学 生 10: 如 果 把 4、 妃 两 点 放 在 椭圆 之 外 ， 
能 不 能 求 一 点 MM, 使 得 |4M| 十 1BM| 最 小 . 

学 生 11: 如 果 把 椭圆 改 成 双 曲 线 或 抛物 线 ， 
类 似 的 结论 还 成 立 吗 ? 

对 这 些 问 题 的 探讨 , 请 同学 们 课 后 去 作 进 
一 步 的 研究 . 

对 上 述 问 题 的 讨论 , 并 没有 见 好 就 收 , 而 
是 适时 留 下 思考 研究 的 问题 . 让 学 生 课 后 去 探 
讨 
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开端 . 以 下 是 笔者 借助 于 了 Excel 设计 的 一 个 用 
于 "频率 ”与 “概率 "教学 的 小 课件 . 

首先 用 Excel 中 的 函数 了 AND( )” 产 生 
0~ 1(0 表 示 正 面 ) 的 随机 数 ， 然 后 用 函数 
“ROUND (RAND( );,0)” 返 回 一 个 四 售 五 入 
到 最 接近 的 整数 0 或 1. 用 拖 动 鼠标 的 方法 复 
制 出 你 想 要 的 任意 多 的 数量 (本 例 中 的 数量 为 
50000), 如 图 1. 接着 用 函数 “COUNTIF” 返 回 
满足 给 定 条 件 的 单元 格 的 个 数 . 进而 计算 出 0 
或 1 的 出 现 频率 , 如 表 1.， 然后 用 百分比 来 表 
示 出 现 0 的 次 数 . 应 用 Excel 提 供 的 绘图 功能 
绘制 出 数据 点 折线 图 -一 抛掷 硬币 试验 频率 图 . 
从 图 中 各 数据 点 所 处 的 位 置 可 知 : 当 试验 的 次 


数 越 来 越 多 的 时 候 , 出 现 0 的 频率 渐 趋 稳定 . 
[ 委 | 9 | 1 [ 基 用 总 头 下 [外观 0 玖 百 分 呈 ] 
m0 | 1 | 1 | 000 

再 K 表 | 4 | 6 | 10 | 4000% | 











是 现 次 数 |10 | 10 | 30 | 50.00%| 
[呈现 次数 | 30 | 20 | 50 | 6000 
[呈现 次 数 | 48 | 52 | 100 | 48.00% | 


出现 次 数 | 98 | 103 | 300 | 45.00% | 
昌 现 次 娄 143 | 157 | 300 | 47.67% 一 | 
[呈现 次 歼 | 97 | 203 | 400 | 19559 
日 现 次 数 | 238 | 262 | 500 | 47.60% | 
| 


| 
| 现 次 到 24509135009| 50000 | 595 
抛掷 硬币 试验 频率 图 1 
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频数 
0% 10%20%30% 40%50%60%70% 80%90%100% 


再 进行 一 次 试验 , 得 到 图 2 和 表 2， 然后 
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用 百分比 来 表示 出 现 0 的 次 数 ， 应 用 Excal 提 
供 的 绘图 功能 绘制 出 第 二 个 数据 点 折线 图 . 比 
较 这 两 个 数据 点 折线 图 , 我 们 也 可 以 得 到 : 当 试 
验 的 次 数 越 来 越 多 的 时 候 , 出 现 0 的 频率 渐 趋 
稳定 , 并 且 都 趋向 于 50%. 

7 | 0 | 1 |[ 开 验 名 次 烤 [看 现 0 的 百 从 
[机 [TO | 1 | 100.00% 
1 次数 [6 | 4 | 10 | 6000% 
1 现 次 数 14 | 6 | 230 | 7000% 


由 现 次 数 | 239 | 31 | 50 | 58.00% | 
[呈现 次数 | 5 | 49 | 100 | 5100% 


49.50%% 
48.67%% 


en 


[呈现 次 数 | 99 | 10T | 200 | 
[呈现 次 数 | 140 | 154 | 300 | 
[现状 数 | 203 | 198 | 400 | 50509 | 
[中 天 次 数 [ 351 | 249 | 500 | 50.20% | 
| 


a 
现 光 到 [34746|25254| 50000 | 49.49% 一 


ll 





十: 








亚 
您 
党 
洋 





抛掷 硬币 试验 频率 图 2 
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PHOOCOOOOOOOOO OOOOOOOOQ OOOOOOOOQ OOOOOOOOO: 





频数 
接着 , 多 次 进行 试验 ,可 以 得 到 多 个 数据 
点 折线 图 . 这 些 图 都 有 这 样 的 规律 一 当 试验 的 
次 数 越 来 越 多 的 时 候 , 出 现 0 的 "频率 ” 渐 趋 稳 
定 , 并 且 都 趋向 于 50%. 据 此 , 我 们 运用 归纳 的 
思想 可 以 认为 得 到 出 现 正面 的 “概率 ”为 50%. 
这 种 推理 需要 靠 归 纳 和 想象 来 进行 , 它 不 
同 于 演绎 推理 .对 于 培养 概率 统计 中 核心 思 
想 一 随机 性 数学 思维 , 用 试验、 归纳" 明确 ' 频 
率 ” 与 “概率 ”这 两 个 概念 也 是 不 可 多 得 的 好 方 
法 . 
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由 一 道 复数 题 司 


对 于 一 个 好 的 数学 问题 , 美国 数学 教育 家 
G-. 波 利 亚 有 过 一 个 比喻 :“ 好 问题 同 某 种 蘑菇 
有 些 相像 , 它们 都 是 成 堆 地 生长 的 , 找到 一 个 
以 后 , 你 应 当 在 周围 找 一 找 , 很 可 能 附近 就 有 
好 几 个 ”. 波 利 亚 的 比喻 形象 而 生动 地 说 明了 
数学 问题 之 间 存 在 着 紧密 联系 . 下 面 我 们 从 一 
个 例子 出 发 , 来 探讨 在 解决 了 一 个 数学 问题 之 
后 , 如 何 去 寻找 和 解决 与 之 相关 的 其 他 数学 问 
题 , 并 从 中 去 发 现 这 个 问题 的 背后 所 隐藏 的 某 
种 规律 , 也 就 是 说 , 当 你 幸运 地 采 到 第 一 东 蘑 
菇 之 后 , 如 何 去 寻 找 周围 更 大 的 蘑菇 . 

例 (2001 年 北京 春季 高 考题 ) 已 知 z” = 
1(z ECHz1), 设 z 的 辐 角 为 a, 求 cos a 十 
cos 2a 十 cos 4a 的 值 . 

解 : 一 些 学 生 利用 |z|? = zz, 比较 容易 地 

由 z” 二 1, 知 |z| = 1, 故 zz 二 1, 由 Zz: 
二 


同 理 , z5 = 2, 23 = 24, 




















故 有 zZ 十 弛 十 2z4 二 z6 十 z5 十 3， 
又 由 z= 二 1(z 关 1), 得 1 二 +z 十 台 十 如 十 
] := 7 
2 十 2 十 26 二 < 
过 


即 zz 十 弛 十 2 十 Zz 十 如 十 2 二 一 1， 
1 要 
所 以 z 十 乞 十 2 的 实 部 为 一 7 而 当 z 的 辐 
角 为 a 时 , 复数 z 十 2 十 的 实 部 为 cos a 十 


Cos 2a 十 cos 4a, 


1 
所 以 cos a 十 cos2a 十 cos4a 一 二 


题目 是 解 好 了 , 但 如 果 就 此 而 结束 , 那 就 
太 可 惜 了 , 我 们 不 禁 要 问 , 这 个 结果 是 偶然 的 
吗 ? 在 它 的 背后 , 是 否 还 隐藏 着 一 些 规律 性 的 
东西 呢 ? 下 面 我 们 从 三 个 方面 来 探讨 . 
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导 找 周围 的 “ 蕉 站 


311600 浙江 省 建 德 市 教师 i 


进修 学 校 徐 军 


1. 问题 的 探索 

我 们 先 引 导 学 生 从 问题 的 几何 背景 出 发 ， 
用 单位 圆 来 分 析 一 下 方程 的 根 的 分 布 特点 ， 

分 析 : 由 图 王 1,， 知 z 一 cos pisin 
0 二. 玫 俐 

在 复 平面 内 标 出 和 这 7 个 根 相 对 应 的 7 个 
点 , 如 图 1. 我 们 可 以 清楚 地 看 到 这 个 方程 的 7 
个 根 是 有 规律 的 每 相 邻 两 个 根 的 辐 角 主 值 之 
差 都 为 地 








图 1 

所 以 这 7 个 根 均匀 地 分 布 在 单位 贺 上 , 并 
且 是 关于 Z 轴 对 称 的 , 设 a 是 其 中 一 个 根 的 辐 
角 主 值 , 则 a = 。 ke {0,1,2,3,4,5,6}, 

易 知 有 cosma = cos(7 一 m)a, me 2, 

所 以 有 cos a = cos6a, cos2a = cos5a, 
cos 3Q = cos 4a, 
六 z 天 1, 1 十 Zz 十 避 十 3 十 2 十 2 十 26 二 





。。] 十 cos Q 十 coS 2a 十 cos 3a 十 coS 4a: 十 
cos 5Q 十 cos 6a = 0， 

.1 十 2cosw 十 2cos2a 十 2cos4a = 0， 

“。COSQ 十 coS 2a 十 cos 4a 三 Ss 

( 当 a 是 z 的 辐 角 时 , 这 个 等 式 显 然 也 成 立 .) 

由 上 可 知 , 这 个 题目 之 所 以 恰好 可 求 , 原 
因 在 于 这 个 方程 的 7 个 根 具有 上 面 所 分 析 的 特 
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点 , 根据 这 个 道理 , 我 们 就 可 以 将 原 问 题 进 行 
推广 , 并 构造 出 一 些 类 似 的 问题 来 . 如 : 

若 光 二 1(z E C 且 zz 关 1), 设 z 的 辐 角 为 
Q, 则 有 cos a 十 cos 3a = Sp 

若 兴 二 1(z E C 且 zz 关 1), 设 z 的 辐 角 主 
值 为 a, 则 a = ke {1,2,3,4,5,6,7}. 

"… 工 十 cog Q 十 cos 2a 十 cogs 3a 十 coS 4a: 十 
cos 5a 十 cos 6a 十 cos 7a = 0， 

.1 十 2 cos Qw 十 2 cos 2a 十 2 cos 3aQ 十 cos 4a: 
= 0， 

“» cos 4a = cos FT = (—1)*, 

。。 COS o+Hoos2a+eos3a= CC 

我 们 还 可 以 把 这 个 问题 推广 到 一 般 的 情 
沈 . 

奉 z” 二 1(z € C, zz 关 1), 设 z 的 辐 角 为 
o, 当 n 二 2k 十 1(k EN*) 时 ， 

1 十 Z 十 如 十 … 十 22* 二 0， 

“1 十 Cos Q 十 COs2Q 十 … 十 cos2ka = 0， 

"…” cos Q = cos2ka, cos2a = cos(28 一 
1)a, ……，cos ka = cos( 大 十 1)aQ， 

.1 十 2cos ww 十 2cos 2a 十:…… 十 2cos ka 一 
0， 

故 有 cos a 十 cos 2a 十 … . 十 cos Ka 一 a 

当 n = 2k 时 , 设 z 的 辐 角 主 值 为 a, 则 a = 
有 me {1,... ,(2k— 1)} 

a 

“1 十 COS Q 十 cos 2Q 十 :… 十 cos(2k 一 1)a = 
0. 

又 "cosa = cos(2k 一 1)a, cos2a = 
cos(2k — 2)a, .…:, cos(k — 1)a = cos(k+ 
1)a, cos ka = cos m7 = (—1)™, 

“COSQ 十 COs2Q 十 … 十 cos(k 一 1)a = 
= 

至 比 , 这 个 问题 可 以 说 已 经 基本 解决 了 , 但 
是 探求 还 可 继续 , 如 逆向 提出 问题 并 加 以 讨论 : 
已 知 闷 =1(zcC 旧 zz 关 leEN) 设 z 的 
辐 角 为 a, 若 有 cos a 二 cos 3a = 人 能 否 求 
mn? 我 们 也 可 以 考虑 从 原 问 题 出 发 , 构造 出 一 
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些 类 似 和 角 函数 求 值 间 题 供 学 生 练 习 ， 


求证 cos 字 和 COS 于 = 一 过 计算 一 cos = 一 


COS A 十 COS 祁 7 的 值 等 等 . 

2. 寻找 蘑菇 的 一 般 方 法 

由 上 例 提 的 问题 实际 上 只 是 我 们 所 探求 的 
问题 的 一 小 部 分 或 一 种 特殊 情况 . 而 这 种 情况 
在 我 们 数学 教学 中 是 常见 的 , 由 于 教材 篇 幅 所 
限 , 我 们 所 接触 的 问题 往往 只 能 是 一 个 大 问题 
的 一 个 部 分 、 一 个 片段 或 一 个 特例 , 在 一 个 好 
的 问题 的 背后 往往 有 一 批 与 之 相关 的 问题 , 如 
同一 条 蘑菇 的 周围 往往 还 有 成 片 的 蘑菇 一 样 . 
解决 一 个 问题 也 许 并 不 难 , 难 的 是 我 们 该 如 何 
引导 学 生 去 探究 、 去 发 现 更 多 的 问题 , 笔者 认 
为 , 探求 问题 的 具体 方法 一 般 是 : 

(1) 首先 要 善于 选择 出 一 些 适合 学 生 的 认 
知 水 平 的 典型 问题 进行 挖掘 、 研 究 . 通常 有 些 
问题 貌似 简单 , 条 件 和 结论 之 间 的 联系 看 起 来 
似乎 也 是 偶然 的 , 然而, 就 是 在 这 偶然 性 的 背 
后 往往 存在 着 必然 性 , 所 以 这 类 问题 往往 有 较 
为 广阔 的 推广 空间 , 对 这 类 看 起 来 毫 不 起 眼 的 
基础 命题 进行 横向 的 拓展 和 纵向 的 深入 , 逐步 
把 思维 的 触角 伸 向 问题 的 深 处 , 往往 能 起 到 “做 
透 一 题 , 弄 通 一 类 ”的 效果 . 

(2) 要 重视 指导 学 生 掌 握 各 种 不 同 的 方法 ， 
能 从 不 同 数 学 视角 去 探索 问题 , 例如 : 寻找 问 
题 的 几何 (或 代数 ) 背景 ; 通过 设 常 量 为 变量 拓 
展 问题 ; 通过 引入 参量 推广 问题 ; 运用 逆向 思 
维 探求 其 逆 命 题 ; 通过 弱化 或 强化 条 件 与 结论 ， 
揭示 出 它 与 某 类 问题 的 联系 与 区 别 , 并 变更 出 
新 的 命题 ; 用 不 同 的 思考 方式 、 不 同 的 数学 工 
具 对 同一 个 问题 解法 进行 探索 , 寻求 多 种 解法 
和 最 佳 解法 ; 把 一 个 在 特殊 情形 、 特 殊 位 置 上 
成 立 的 问题 换 成 一 般 情形 、 任意 位 置 去 研究 等 
等 . 











总 之 , 要 把 那些 特殊 的 ,具体 的 、 局 部 的 、 
低 维 低 次 的 平面 的 .抽象 水 平 弱 的 问题 “ 进 一 
步 " 转 化 为 一 般 的 、 抽象 的 、 整体 的 、 高 维 高 次 
的 、 空间 的 .抽象 水 平 高 的 问题 来 处 理 , 从 而 从 
一 条 蘑菇 周围 发 现 更 多 的 蘑菇 . 
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一 道 数 列 框图 问题 的 探究 


202150 上 海 市 崇明 中 学 徐 智 电 


说 到 探究 性 教学 , 大 家 都 这 么 说 : 教师 亦 
应 该 是 整个 探究 性 教学 活动 过 程 中 的 探究 者 ; 
同时 也 要 力图 做 一 个 组 织 者 、 示 范 者 、 启 发 者 
和 鼓励 者 . 这 个 提 法 很 不 错 ! 但 笔者 认为 : 关键 
中 之 关键 恰 是 , 教师 要 善于 发 现 、 敢 于 及 时 地 
提出 问题 . 在 教学 概念 、 命 题 (或 判断 )、 推 理 
(或 计算 ) 或 论证 时 , 我 们 往往 在 一 节 课 中 将 它 
们 分 解 为 可 供 学 生 探究 的 若干 个 小 问题 , 让 学 
生 始终 处 在 问题 提出 一 问题 探究 一 问题 解 
决 的 过 程 中. 教师 不 断 地 提出 尖锐 的 、 富 于 挑 
战 性 的 问题 , 从 而 引发 学 生 不 断 讨 论 , 使 学 生 











教学 高 潮 迭 现 . 最 近 笔 者 上 了 一 节 《 一 道 数列 
课本 习题 的 探究 》 公开 课 , 以 下 是 这 堂 课 的 教 
教学 过 程 : 
(上 海 新 教材 教科 书 高 中 一 年 级 第 二 学 期 
P.120 第 6 题 改 编 ), 根据 下 面 的 框图 , 建立 所 打 
印 数列 的 递 推 关 系 式 , 并 写 出 数列 的 前 4 项 . 


A=2 N=1 
/FA7 


NENTHI 






































绩 末 | [4=3*A-2 
图 1 
一 、 将 “NN < 10” 改 为 “和 N < 1”, 打印 纸 
上 一 共 打 印 出 几 个 数据 ? 
T: 打印 纸 上 一 共 打 印 出 几 个 数据 ? 是 10 
个 还 是 11 个 ? 
Si: 是 11 个 . 


T: (面向 全 体 学 生 ) 是 11 个 . 肯定 不 肯定 ? 


























S: (异口同声 地 ) 肯 定 . 

T: 现在 我 将 “N < 10” 改 为 “N < 1”, 请 
问 现在 打印 纸 上 有 几 个 数据 ? 

S2: 数据 4 = 2 是 显然 有 的 . 根据 计算 
机 “后 入 为 主 ” 原 则 , 由 = 1 与 N = V 十 1， 
六 变 为 2, 因为 2 < 1, NO, 所 以 结束 . 应 打印 
出 一 个 数据 为 2. 

T: 说 得 好 ! 那么 进一步 推广 , N < M 打印 
出 几 个 数据 ? 

S3: 由 入 < 1, 打印 出 1 个 数据 , 进一步 类 
比 , NV < 10, 打印 出 10 个 数据 , N < MM 打印 
出 MM 个 数据 . 

二 、 将 “NN < 10” 改 为 ^N < 20”, 写 出 
数列 的 前 20 项 , 最 快 的 解决 途径 是 什么 ? 

T: 我 将 “N < 10” 改 为 “N < 20”, 打印 纸 
上 出 现 20 个 数据 , 我 要 你 计算 出 这 20 个 数 , 最 
快 的 途径 是 什么 ? 

(学 生 们 跃 路 欲 试 , 热烈 讨论 , 得 出 了 较 多 
方案 ( 略 ).) 

S4: 用 计算 器 最 快 . 可 首先 按 入 定数 4 = 
2; 接着 按 “+3 一 2 =”, 连续 按 “=” 键 , 只 须 按 
19 次 , 即 可 获得 其 余 19 个 数 . 

三 、 将 “NN < 10” 改 为 “N < 2004”, 写 
出 数列 的 2004 项 , 最 佳 的 途径 是 什么 ? 

T: 我 再 将 'N < 10” 改 为 “N < 2004”, 求 
出 该 数列 的 第 2004 项 . 那么 用 计算 器 必须 得 
按 “=” 键 2003 次 

(学 生 们 七 嘴 八 和 天, 甲 同学 、 乙 同学 、 丙 同 
学 等 纷纷 举 手 .) 

用 “ 设 


Ss: (上 黑板 ) 由 
Qn 一 3an-1—2, 


入 法 ”， 得 出 Qn 一 1 = 3(an 1 三 1), 进而 求 出 
Qn 一 3 本 1, 故 Qa2004 2 32003 十 1. 

















Q1 一 2 
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四 、 将 “NN < 2004” 改 为 “N < 10”, 老 
师 写 的 递 推 关 系 式 对 不 对 ? 递 推 关 系 式 是 否 
惟一 ? 
(老师 在 黑板 上 写 原 题 的 递 推 关系 式 , 在 S5 
同学 递 推 关系 式 
al 一 2 
Qn 一 an 1 一 2 
基础 上 再 加 上 范围 1 < n < 10.) 
Se: 老师 的 递 推 关 系 式 错 了 !ln = 1 代入 变 
为 al = 3a0 一 2, 应 改 为 
Qo 三 2， 
三 3an 1 一 2 (1<n<10). 
S7: Se 写 的 递 推 关系 式 也 错 了 .他 没有 搞 
清 计算 机 只 打印 出 10 个 数据 . 他 的 递 推 关系 式 
共有 11 个 数据 ! 
T: 观察 敏锐 . 那么 应 改 为 


Q0 二 2 
on 三 3an 1 一 2 (1<n<9), 
有 没有 其 它 更 多 的 答案 ? 


(学 生 讨论 , 课堂 气氛 热烈 , 学 生 们 很 快 得 
也 : 


a1 = 2， 
an+1 = 3an —2(1<n<9); 


al = 2, 
| an = 3an_1—2(2<n<10); 
四 
an=3an_1—2(1<n<9). 
等 等 许多 不 同 答案 .) 
五 将 “A 二 3* A 一 2” 改 成 “4 二 3* A 一 
2 六 ”能 否 求 出 通 项 公式 ? 
W122 
Sg: 
Qn+l = 3an — 2", 
Qnil 3 an 1 本 Qm 
ImHT 2 i 到 一 7 换 元 得 w = 三 Dn 
bn+1 = 了 io 一 5, 转化 为 “设法 " 求 之 
T: 转化 得 好 ! 
Se: Sg 的 思路 是 对 的 . 但 用 刚才 “退化 ”的 
思想 , 取 n 二 1, 则 aa = 3a1 一 2, 应 该 为 a2 = 
3a1 一 2, as 二 3q2 一 23,.… 应 该 “同步 ?1 





得 出 
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T: 好 一 个 “退化 ”与 “同步 ”1 观察 敏锐 . 说 
得 好 ! We 
Q1 二 2) 
an+1 = 3an — 27+1. 

因为 “同步 ”. 

六 、“ 死 循环 ”问题 的 内 核 是 什么 ? 有 否 
多 种 解法 ? 

了 T: 同学 甲 利 用 数列 {an}( 其 中 a = 1 十 
3”-1), 设计 了 一 个 程序 , 如 图 2, 同学 乙 认为 
这 个 程序 如 果 被 执行 将 会 是 一 个 “ 死 循环 ", 即 
一 般 情 况 下 , 程序 会 永远 循环 下 去 而 无 法 结束 ， 
但 打印 纸 上 一 个 数据 也 没有 . 你 是 否 赞同 乙 同 
学 的 观点 ? 请 你 说 明理 由 . 


N=1 




















NENTTI 























结 











图 2 
(此 时 则 学 们 处 于 “ 愤 "“ 代 "境地 ， 分 组 讨 
论 , 课堂 气氛 极其 热烈 ) 
Si0: 是 ' 死 种 环 "问题 转化 为 方程 


1 和 守信 实生 于 二 二 
TN TI) 


有 没有 解 的 问题 ， 即 3 和 -1 = 一 一 > 

> J 2N—1 

为 N > 1 所 以 3N1 > 了 又 Ti < 
N 

二 7 < 故 矛 盾 , 方程 无 角 








N 
S11: 还 有 一 种 解法 . 原 式 变 为 
1 (N+1)? 
3 NN) 
1 N22+2N+1 1 
3N-1 N i SS ? 
由 基本 不 等 式 六 十 郊 十 2 过 4 但 Bs < 
1 


(教室 静 , 一 些 学 生 和 窃窃 私语 .) 
S12: 原 题 有 隐 含 条 件 N > 2， 我 是 这 样 
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一 道 三 角 函 效 求 值 题 的 探究 及 思 


312000 浙江 省 绍兴 市 高 级 中 学 阮 伟 强 


由 于 一 时 蕊 忽 , 在 一 党 高 三 数学 复习 课 中 ， 
笔者 没 对 下 列 习题 细 加 研究 , 就 呈现 给 了 学 生 . 
这 样 , 意外 就 发 生 了 …………… 

习题 已 知 向 量 @ = (cos a,sin oh， b= 
(cos B, sin 6), |® 一 加 

( 孔 求 cos(a 一 6) 的 值 ; 


和 TA rr rr rr rr 


解 的 , 易 知 3N-! = 一 了 

A 十 六 十 2 
2 推 得 3% 3, 由 函数 单调 性 易 知 f(N) = 
N+ 雯 单调 递增 ， 故 





1 人  “ 测 
ES 
De es 

Pt 开本 

矛盾 , 无 解 . 


T: 说 得 太 好 了 ! 同学 们 再 讨论 一 下 , 还 有 
没有 其 它 解法 ? 
S13: 我 是 用 图 象 法 解 的 . 


N 1 
十 3 二 YE 转化 为 3 一 


1 1 
2= Nii Y= mT -23Y= N+ 


如 图 3,y 一 入 十 二 单调 递增 ,y == = 二 一 
2 单调 递减 


5 10 17 
人 
5 17 
2 Bi (2-3): 万 (: -号 Bs (: 


0 车 0 之 雪 7 


sin 0 一 -> 求 cos a 的 值 . 

习题 抛 出 后 , 一 切 似乎 显得 很 正常 . 不 久 ， 
学 生 就 给 出 了 解答 过 程 . 

解 : (1)* |® 之 加 2 2 
(cosw — cosB)? + (sina— sinB)? 


-了 <B<0 且 





ATTN 





=! 





图 3 

工 : 太 妙 了 ! 本 题 的 内 核 即 判断 一 个 超越 方 
程 有 解 与 无 解 的 问题 . 讨论 一 下 , 你 们 更 喜欢 
哪 一 种 方法 ” 哪 一 种 解法 更 具有 一 般 性 , 更 能 
揭示 超越 方程 有 解 性 的 内 核 ? 

S14: 我 喜欢 S10 的 解法 , 巧妙 、 简 单 . 

S15: 我 认为 $1s 的 解法 更 具有 一 般 性 , 且 
用 了 数 形 结合 的 思想 方法 . 

工 : 我 与 S15 有 同感 . S12 与 313 的 解法 有 蜡 
曲 同 工 之 妙 , 但 他 们 解法 的 内 核 均 是 函数 的 单 
调 性 . 数列 是 其 定义 域 为 自然 数 的 一 种 特殊 的 
函数 , 故 其 图 象 为 一 系列 孤立 、 离 散 的 点 ,只 
须 观察 图 象 有 无 公共 点 即 可 . 函数 的 单调 性 知 
道 , 函数 的 图 象 也 知道 , 故 判断 超越 方程 有 解 
性 问题 的 一 种 极其 重要 的 一 般 求 法 是 函数 的 
单调 性 (包括 图 象 法 ). 

(下 课 铃 声响 , 同学 们 还 在 热烈 地 讨论 , 脸 
上 都 露出 了 愉快 的 微笑 与 成 功 的 喜悦 ………: .) 
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_ /va 
EE 
“2—2c0s(a—p)= 5; 


12 
cos(a — 6) = ~— 
OO0<a<s,-F<0<0, 
.0<a 一 DO<T 


“. sin(a 一 DO) = 


"Sin 0 = -5 

0608- 三 

“cosa=cosl(a— 6)+A 

= cos(a— 6B)cosB— sin(a — 6)sing 

12 4 5 3 63 

二 一 XxX- 一 一 Xx | 一 -= 一 . 

13 5 13 5 65 

接着 , 笔者 想 引 导 学 生 运 用 数 形 结合 的 思 
想来 完成 本 题 的 解答 . 突然 , 一 个 学 生 从 座位 上 
站 了 起 来 , 大 声 说 :“ 这 是 一 道 错 题 .” 教 室 里 像 
炸 开 了 锅 似 的 , 变 得 特别 热闹 . 见 此 情景 , 笔者 
一 方面 要 求学 生 安静 , 一 方面 请 该 同学 来 谈 谈 
自己 的 想法 . “我 先 求 了 sin a 的 值 , 发 现 为 负 
值 , 这 是 不 可 能 的 !” 接 着 , 他 展示 了 求解 过 程 : 
sina= sin(a— 6)cosB+ceos(a— 1B)sing = 
5 4 12 3 16 
a 十 ed i 一 一 
1 3 65， 

这 与 0 < a < 了 互相 矛盾 . 

此 时 , 教室 里 显得 十 分 安静 , 大 家 纷纷 向 
该 同学 投 去 敬佩 、 羔 莫 的 目光 . 那么 , 接 下 来 
怎么 办 ? 我 想 不 如 和 学 生 一 起 进行 探究 , 共同 
来 探寻 错误 的 根源 , 并 把 错 题 改 成 正题 . 在 教 
师 的 启发 下 , 学 生 想 到 利用 向 量 的 直观 解释 来 


研究 如 图 1 所 示 , 向 量 矿 、5 的 终点 4、B 


TT rr rr rr 


(上 接 封底 ) 
牌 是 激励 , 还 不 是 成 功 . 如 果 把 奥赛 获奖 者 当 
作 明 星 般 处 理 , 人 才 也 就 被 “ 捧 “ 杀 了 . 何 忆捷 
同学 不 断 地 学 习 , 不 仅 做 别人 的 题 , 自己 也 编 
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若 向 量 确定 , 则 向 量 爷 对称 分 布 在 它 的 两 


侧 . 现 算 得 cos Z4O = 3 > 区 因此 ， 


LAOB < arccos= < arcsin 二 ， 
所 以 向 量 书 必 落 在 第 四 象限 .这样 , 0 < 


a < 了 是 不 可 能 的 ， 
y 
~ 
» 
B 
图 1 
找到 了 错误 的 根源 , 学 生 都 显得 兴奋 异常 
脸 上 洋溢 着 成 功 的 喜悦 和 愉快 . 接 下 来 , 学 生 
都 渴望 适当 改变 题 设 中 的 条 件 , 把 错 题 改 成 正 
题 . 为 此 , 笔者 要 求学 生 以 学 习 小 组 为 单位 , 相 
互 协作 、 探 讨 , 完成 改 题 工作 , 然后 , 请 代表 发 
言 , 展示 获得 的 成 果 . _ 
生 1: 把 的 范围 改 为 -了 < a < 0, 题目 


就 完美 了 ,但 cosa 的 解 有 两 个 , 分 别 是 去 或 
33 
6 

生 2: 把 | 如 可 | 的 值 改 成 大 于 ~ 一生 小 
于 其 它 条 件 不 变 , 题目 也 完美 了 , 此 时 
cos wa 的 值 惟一 . 

生 3: 把 sin 8 的 信 改 成 大 于 玉生 小 于 0， 
其 它 条 件 不 变 , 题目 同样 完美 , 此 时 cos a 的 值 

由 于 笔者 不 经 意 中 向 学 生 呈 现 了 一 道 错 
题 , 却 收 到 了 意 想不到 的 效果 , 在 暗自 庆幸 之 
余 , 产生 一 个 想法 , 在 习题 教学 中 , 我 们 能 不 能 
故意 留 一 点 “空白 ” 走 进 课堂, 以便 让 学 生 有 更 
大 的 成 长 空间 ? 








TT 


题 . 不 仅 熟 悉 奥 数 训练 过 的 套路 , 也 能 将 奥数 
和 高 等 数学 学 习 结 合 起 来 . 摆 正 位 置 , 力求 创 
新 , 未 来 属于 勤奋 工作 的 青年 . 愿 何 忆捷 同学 
的 金牌 之 路 越 走 越 好 . 
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圆锥 曲线 中 一 
312008 浙江 省 绍兴 


本 文 是 根据 笔者 前 不 久 开 设 的 一 堂 高 三 类 
学 公开 课 整理 而 成 的 . 整 党 课 以 问题 为 主线 ， 
支撑 起 学 生 积极 的 探究 活动 , 展现 命题 的 逐 级 
演变 过 程 . 同学 们 绕 有 兴趣 , 有 的 同学 不 由 自 
主 地 说 :“ 啊 ! 原来 数学 中 的 一 些 结论 是 这 么 来 
的 ”. 课 后 同学 们 余兴 不 减 , 较 顺 利 地 完成 了 后 
续 探 究 . 教学 设计 达到 了 如 期 效果 . 以 下 是 本 
课时 教学 设计 的 主体 思路 . 

1. 从 高 考试 题 引 入 

以 前 我 们 接触 过 2001 年 的 一 个 高 考题 :如 
图 1，4B 为 抛物 线 y? = 2pz 中 过 焦点 五 的 一 
条 弱 , BC 平行 于 z 轴 并 交 准 线 ! 于 点 C, 求证 : 
A、O、C 三 点 共 线 . 














Sl 











图 1 
ee 
2. 逆 命 题 成 立 吗 

车 记 : (1) A、 五、B 共 线 , (2) BC//z 轴 , (3) 
4、O、C 共 线 . 则 上 题 的 主体 结构 是 由 (1)、 
(2) 成 立 推 证 (3) 亦 成 立 . 由 此 很 自然 地 联想 到 
其 逆 命 题 成 立 吗 ? 即 

猜想 1: 如 图 1, 4B 为 抛物 线 %2 = 2pz 的 
一 条 弱 ，C 为 准 线 !1 上 一 点 ， 4、O、C 三 点 共 
线 ， BC 平行 于 x 轴 , 了 为 抛物 线 的 焦点 , 那么 
A、F、B 三 点 共 线 吗 ? 

猜想 2: 4B 为 抛物 线 y = 2pz 中 过 焦点 
五 的 一 条 弦 , C 为 准 线 1 上 一 点 , 4、O、C 三 点 
共 线 , 那么 BC 平行 于 z 轴 吗 ? 


ee 的 探究 
鲁迅 中 学 张 惠 民 


(证 明 由 学 生 自主 完成 .) 

3. 可 以 类 比 到 椭圆 上 吗 

上 例 中 点 已 和 O 分 别 为 抛物 线 的 焦点 和 顶 
点 , 由 此 产生 类 比 联想 :能 把 抛物 线 中 的 结论 移 
植 到 梢 圆 中 吗 ? 例如 ， ， 

狂想 3: 4B 为 椭圆 三 + 存 一 1 中 过 左 焦 
点 情 的 一 条 弦 , BC 平行 + 轴 并 交 左 准 线 ! 于 CO 
点 , DD 为 左 顶 点 , 那么 4A、D、O 三 点 共 线 吗 ? 

4. 引申 碰 到 了 问题 。 

对 猜想 3, 先 以 梢 圆 寺 十 全 = 1 中 的 一 条 


特殊 的 纺 " 通 径 * 加 以 检验 , 如 图 2 4(-3 呈 让 
25 


万 (一 » 
(-5,0).C (- 写 ， 


_16 
5), 因为 hap A pce, 


故 A、D、 5 


hy 











图 2 

评注 : 对 待 猜想 , 最 好 先 用 特例 加 以 检验 ， 
以 避免 证 明 上 的 盲目 性 

5. 问题 出 在 哪里 

反思 : 观察 比较 图 1 和 图 2, 可 发 现 一 个 本 
质 上 的 差异 : 在 图 1 中 , O 为 线段 NF 的 中 点 ， 
而 在 图 2 中 , 点 刀 却 不 是 如 此 ， 这 是 否 就 是 导 
致命 题 不 能 引申 的 直接 原因 呢 ? 

校正 : 现 设 定 为 线段 NF 的 中 点 . 

由 此 得 到 新 的 靖 起 。，。 

猜想 4 如 图 3, 4 有 为 酉 圆 二 十 水 
过 焦点 厂 的 一 





二 1 中 
条 弦 ， BC 平行 z 轴 并 安 相应 准 
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线 ! 于 点 C0, 该 准 线 与 x 轴 交 于 点 入 , DD 为 线段 
NN 的 中 点 . 那么 4、D、C 三 点 共 线 吗 ? 











6. 猜想 4 的 证 明 

0 设 方程 为 z = ky 一 人 
代入 二 序 二 1 并 整理 得 : 

(p202 oa )y* — 2kcb2y — b=0. 

设 A(kyi c,y1), B(ky2 一 > go 

Wc (- 生 ,如 ) ,又 (= 0) 而 











2c 
和 2kcb? 
Yl1 VYy2 大 202 十 w2 
—b4 
VY1Y2 大 202 十 w2 
DA= (ky -cec+< 1 ) 
2c 
b2 
二 k gi ) ) 
21 十 元 ) 
本 2 2 2 
二 
2c 


二 ky1y2 十 二- 元 (V1 十 2) 
六 —b4 D | 2kcb? 
k202+a? 2c kk202+a2 

一 0. 

所 以 4、D、C 三 点 共 线 . 

7. 焦点 可 以 被 替换 吗 

猜想 5: 图 3 中 若 点 五 由 长 轴 上 一 般 的 点 
MM(m,0) 来 蔡 换 , 相应 地 改 为 线段 MN 的 中 
点 , 其 他 条 件 不 变 , 那么 4、D、C 三 点 仍 共 线 
吗 ? 


在 椭圆 地 上 = 1 中 取 过 点 M(4 0) 且 
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垂直 于 长 轴 的 弦 4B 进行 检验 , 发 现 结论 并 不 
成 立 . 

8. 准 线 可 以 被 替代 吗 

清 想 6: 图 3 中 准 线 由 垂直 于 长 轴 的 一 般 直 
线 ! 来 替代 , 其 他 条 件 不 变 , 那么 4、D、C 三 
点 仍 共 线 吗 ? 

取 4B 为 精 圆 科 + 和 = 1 中 的 " 通 径 "， 
直线 ! 为 :Z = 6 进行 检验 , 发 现 结论 也 不 成 立 . 

9. 点 线 必须 连 动 

反思 : 图 3 中 椭圆 的 左 准 线 为 x = 一 一 ， 
左 焦点 为 fF( 一 c,0), 当 a 固 定 , c 变 化 时 , 显然 
焦点 和 准 线 是 连 动 的 . 而 猜想 5、6 中 只 变更 了 
一 个 点 (或 一 条 线 ), 则 无 形 中 破坏 了 点 线 连 动 
的 和 谐 关系 . 

有 若 设 MM(m,0), 则 /相应 地 应 变 为 Z 
二 一. 由 此 得 到 又 一 个 猜想 : 


学 六 
如 图 4 4B 为 精 圆 巧 十 矶 = 1 中 
过 点 MM(m,0) (m 关 士 o, m 了 0) 的 一 条 弦 , 直 
线 1 : z = 二 与 7 轴 相 交 于 点 N， BC 平行 于 
z 轴 并 交 直 线 1 于 点 0, DD 为 线段 MN 的 中 点 ， 


那么 4、D、C 三 点 共 线 吗 ? 
hy 


> 


图 4 

(与 猜想 4 的 证 明 无 本 质 区 别 .) 

10. 对 称 轴 可 以 被 替换 吗 

图 4 中 , M、D、NN 三 点 取 在 椭圆 的 长 轴 
上 , 那么 可 以 挪 位 到 短 轴 上 吗 ? 注意 到 a 与 5 的 
变迁 , 由 此 萌发 新 的 猜想 : 























N a 
D 
B 
A 2 
QQ 
图 5 


(下 转 第 4-36 页 ) 
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公差 “dv 与 公 比 “9 用 法 新 说 


222300 江苏 省 东海 高 级 中 学 翟 小 军 


4 与 4 通常 分 别 用 来 表示 等 基数 列 的 公关 
和 等 比 数列 的 公 比 , 这 两 个 量 也 是 数列 中 的 基 
本 量 本 文 将 内 其 他 数学 问题 中 由 题 设 挖 所 出 
公差 4 或 公 比 g 的 影子 ,并 将 其 进行 适当 地 构 
造 , 在 “问题 "和 数列 之 间架 设 一 座 “ 桥 梁 ", 为 
公差 4 与 公 比 g 的 应 用 开 避 了 新 天 地 

例 1 用 4 来 解 无 理 方程 

解 方程 V3 一 十 Vz 一 1 = V3. 

解 此 方程 + 的 允许 什 范围 为 1 < <3， 
在 此 范围 内 , 由 所 求 方程 可 知 VS 二 人、 
V5 了 成 等 半数 列 

设 公差 为 4 则 有 V3 = 守 一 4 


VZ 一 工 二 2 十 d, 将 两 式 平方 后 相 加 , 得 2 = 


1 . 1 


Lt 
PE 4 二 十 7 由 4= 了 代 








a 即 q2? = 























2 
4 土 V3 4 土 V3 、. ， 
为 所 求 的 





两 恨 . 
例 2 用 4 解 无 理 方程 组 : 
Vy—1=5 二 
x Ce 
ZU 一 和 一 36 ©@ 
的 实数 解 
解 :由 方程 知 , VE、 了 3、Vy 一 成 等 关 
数列 , 攻 令 VE 二 了 一 dV 了 = 了 + 则 


5 4 5 2 


5 2 /5 
1 代入 @, 得 [3-4) ， 3+4) 


| 
Co 
ex 
北 














Ge 由 7 a 1 
由 此 求 得 d = 士 5 及 d = ( 舍 去 ). 知 d = pH 
则 z= 4,y=10; 关 4= 一 5, 则 xX = 9,y=5. 

T=4, |z7xz=9, 
.… 方程 组 的 解 为 或 
y="10; 0 0 


点 评 : 解 无 理 方程 组 , 为 了 避免 两 次 乘 方 ， 
所 以 先 构 造 等 差 数 列 , 然后 用 数列 性 质 求解 , 使 
得 问题 简单 化 了 . 

例 3 用 4 研究 不 定 方程 : 

设 实数 z、y、z 满 足 





Xx2— yz—8z+7=0, 中 
2 十 22 二 yz 一 6z 十 6=0. ©® 
求 x 的 取 值 范围 . 


解 : 由 @ 得 yz = 二 Xx? 一 8z 十 7, 由 @ 得 

(y+2z)2 = yz+6r—-6= 2x-27+1-= 
rz—1 s 

(x — 1)2, A 、 Zz 成 等 差 数 列 ， 令 

2 一 工 Z 一 | 

y= 圭一 十 d, 二 土 5 一 d, 代入 中 ,得 
zz—1 3 2 2 2 

一 d= 二 x 一 8z 十 7, 即 3x 一 30z 十 


.2Z2 一 10z 十 9 < 0, 解 得 1 < 二 























点 评 : 本 题 是 由 不 定 方程 组 求 z 的 范围 的 
问题 , 关键 是 建立 一 个 关于 x 的 不 等 式 , 但 在 方 
程 组 中 没有 明显 的 数列 模型 , 所 以 通过 中 、@@ 
的 结合 来 构造 等 差 数 列 , 使 得 问题 明朗 化 了 . 

例 4 用 4 研究 最 大 (小 ) 值 问题 : 

确定 最 大 的 实数 z, 使 得 十 y 十 2 = 5 
ZY 十 yz 十 Zz 三 3, 并 且 xX、Yy 也 是 实数 . 


5 一 
解 : “ZX 十 Y= 二 5 一 Z, 20、 


, 5 一 5 一 
等 差 数 列 , 令 z 一 一 十 d,y 一 
代入 ZY 十 yz 十 Zz 二 3， 
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( 2 2 

5—Z 5 一 2 
+ (2 -zz( 52+9d = 
整理 得 3z?2 一 10z 一 13 二 一 4d?, .。322 一 


13 
10z 一 13 < 0, 解 得 -1 < z < 又 当 7Z = 


1 13 13 
y 一 了 时 ， 3 二 本 2 最 大 的 实数 z = 一 


例 5 ad 在 三 角 中 的 应 用 : 

已 知 2cos9 十 sin0 = 1, 求 tan (= -0) 
的 值 . 

解 : 由 题 设 知 2cos0、 二 、sin0 成 等 差 数 


1 1 
列 , 设 2cos0 = 5-4 sin 0 = 了 十 由 sin2 0 十 


1 2 /1 ay 
cos2 0=1, 得 (+q) + (4-8) 一 
1 11 i cos0—sing 
一 一 可 一 一 大 J 和 
全 5 或 -10， 又 因 tan (了 9 cos6 二 sinb 


一 1 一 6Qw 1 11 
a 二 二 或 一代 » 但 
Ot 把 d 2 或 10 代入 上 式 , 得 


tan (7 -9) 二 一 1 或 7. 

例 6 g 在 代数 中 的 应 用 : 

已 知 z、vy、z E Rt, 且 x2 + = 22， 
2VZ2 一 72 = 22, 求证 : zy = 72z， 

证 明 : 由 zV22 一 ?2 一 22， 人 “ 2 
一 24 即 22、z2、2Z2 一 72 成 等 比 数列 . 令 


2 2 2 





人 = x2g, 则 多 二 地 二 = 
1—g 212 1 

2Z2 一 02， q ,72 = 722(1—9), 72 0 

2 

儿 

2! 改 2 二 72 


点 评 : 本 题解 法 抓 住 zVz2 一 ?2 = 22 的 特 
征 , 构造 等 比 数列 , 再 由 已 知 世 十 内 = 2, 把 
六 交 、 半 都 用 和 到 的 式 子 来 表示 ,由 此 得 出 
六 二 六 2 最终 使 等 式 获 证 . 


例 7 9 在 三 角 函 多 中 的 应 用 ; 


nT 元 
已 知 sin p .cos op = 160’ 且 艺 < wp < 本 
求 sin wp、cos 2 的 值 . 


2V15 

解 : 依 题 意 sin 2、 a Cs 2 成 等 比 数 
2V15 2V15 

人 13 4 
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p< 5 知 0 <gq<l1l. 


2VI5\ /2VE5 
GE + (2 1 中 = 1， 可 得 
V15 。 1 
= sinp= 13; 
点 评 : 本 题 有 很 多 种 解法 , 大 多 按 三 角 公 
式 、 三 角 恒 等 式 去 变形 得 解 , 本 题解 法 是 从 条 
件 中 发 现 了 等 比 数列 的 “影子 ”, 所 以 构造 出 相 
应 的 等 比 数列 , 应 用 数列 性 质 来 解决 问题 . 
例 8 在 人 4BC 中 , lgtan4+lgtancC = 
21gtan 万 , 求证 : 5 二 2 
证 明 : 由 题 设 知 tan A、tan B、tanC 均 
为 正 数 , 日 4、B、C 为 锐角 , tan 4、tan B、 
tanC 成 等 比 数列 ， 故 设 tan4 = a 
tanC = gtanB (gq > 0)， 出 tan A 十 tanO = 
(et : tan 已 ， 另 一 方面 , tan 4 十 tanC = 
NO C)(1—tanAtanC)= 一 tan 刀 (1 一 


1 
tan? B), 故 一 tan B(1 一 tan? B) 一 (+ . 
qd 
1 
tanB, 即 tan?B = 二 g++ 二 十 1 > 3, 于 是 
qd 


WD > v3, 当日 仅 当 g = 1， I 
C = 时 取 等 号 . 因 y = tan B 在 区 间 (0, 了 
上 是 增 函 数 ， 所 以 了 二 六 

例 9 化 简 


1] 二 sinz 二 cosxX 1++sinz—cosz 


1l+sinz—cosz 1 十 snz 十 cos2 

分 析 : 本 题 没有 明显 的 模型 “ac = 5”, 但 
根据 分 子 分 母 各 项 的 关系 , 可 构造 等 比 数列 的 
基本 型 的 公 比 4 的 使 用 条 件 . 

解 : 由 题 意 得 snz 夭 0, 且 ac = 妇 , 知 1 一 
cos TY、sin Xx、1 十 cosZ 成 等 比 数列 , 故 设 1 一 
cosx 一 a 1 十 cosXx 二 gsinx, 则 原 式 = 


1 
1 十 一 smn2z 
1 十 9)sSnZz ( ) 1 





1 1 1 
(+ sin ( i 
qd 
1] 二 coszw 1] —cosz 
一 一 一 一 一 - CHC 0 
Sin 人 Sin 也 
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\ 生 、 婉 一 和 色 | 有 光 [ 旦 
用 构造 法 思想 解 三 角 函 数 题 
412000 湖南 省 株洲 市 第 八 中 学 郭 红 因 
“构造 法 "是 指 : 为 解决 某 个 问题 时 先 构造 cos2 a 十 cos2 B+ eos2y=1, 

一 种 数学 形式 (如 几何 图 形 、 代 数 式 、 方 程式 ee Lia ea te A 
等 ), 寻求 与 问题 的 某 种 内 在 联系 , 使 之 直观 明 b 
了 , 起 到 化 简 、 转 化 和 桥梁 作用 ,从 而 找到 解 。 tany = 一 一， 
决 问题 的 思路 、 方 法 . 此 法 重 在 “构造 "、 深 刻 “. tana+ttanp + tany 
分 析 、 正 确 思维 和 丰富 联想 . 它 体现 了 数学 中 VERie vera Var 


发 现 、 类 比 、 化 归 的 思想 , 渗透 着 狂想、 试验 、 
探索 、 概 括 等 重要 的 数学 方法 ; 是 一 种 富有 创 
造 性 的 解决 问题 的 方法 . 

三 角 问 题 干 变 万 化 , 题 型 丰富 ,， 某 些 问 题 
的 解答 技巧 性 强 , 如 果 只 用 常规 方法 去 处 理 可 
能 很 繁杂 , 甚至 难以 奏效 . 者 能 根据 题 设 条 件 
和 题 型 结构 特点 , 恰当 地 运用 构造 法 , 能 使 问 
题 迎 刃 而 解 . 

一 、 构 造 几何 图 形 解 三 角 题 

“构图 ”是 构造 法 中 的 一 个 重要 方面 ; 如 能 
挖掘 三 角 问 题 中 所 具有 的 图 形 特征 , 正确 有 效 
地 构造 几何 图 形 , 明确 反映 各 量 之 间 的 关系 , 就 
能 准确 快速 地 作出 解答 . i 

例 1 6、p 均 为 锐角 , 且 0+p < 了. 化 简 
cos2 p 二 cos2(0 十 P) 一 2 cos pcos0.cos(0+p). 

分 析 : 构 造 外 接 圆 直径 为 1 日 三 内 和 角 分 别 为 
90° 十 p、90? 一 (0 十 wp)、0 的 三 角形 , 则 由 余 
弦 定 理 得 : 原 式 = sin?(90° 十 P) + sin?[90° 一 
(0+ wp) — 2sin(90° 十 P) .sin[90?" — (90+ yp)]- 
cos0 = sin? 0. 

例 2 已 知 锐角 a、6、7Y 满足 cos? a 十 
cos28 + cos2y = 1， 求证 :tana 十 tan6 十 
tan”Y 之 3V2. 

分 析 : 构 造 长 、 宽 、 高 分 别 为 a、5b、c 的 长 方 
体 4BCD 一 AlBiC1Di (如 图 1), 使 其 对 角 线 
4C1 与 棱 4B、4D、441 的 夹 角 分 别 为 a、/、 
7, 显然 锐角 Qa、 6、Y 满 足 





十 














图 1 

例 3 设 z、y、2 为 实数 , 上 是 0 <Z < < 

T g 3 nT 
2 pi 求证 :sin 2z 十 sin 2y 十 sin 2z < 了 十 
2sin x cosYy + 2sinYy cosz. 

分 析 : 只 须 证 snzcosz 十 siny cosy 十 
sin 之 COS 之 < 了 十 SinZcosy 十 SinyWcos 2Z. 

构造 单位 圆 z2 十 y?== 1, 则 A(cos x, sin 2)、 
B(cosy,siny)、C(cosz,sinz) 为 加 上 的 三 点 
(如 图 2). 

设 图 中 三 个 矩形 面积 分 别 为 1、S2、5S3， 
则 sin xz(cos x 一 cosy) + siny(cosy 一 cosz) 


十 Sinz.cosz 一 .91 十 .92 十 93 << 了 
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因此 , 原 不 等 式 成 立 . 


yi 
C 








2 
图 2 

二 、 构 造 代数 (或 函数 ) 式 解 三 角 题 

数学 美 无 处 不 在 , 三 角 函 数 中 尤其 如 此 , 可 
结合 教材 本 身 的 特点 , 对 学 生 进行 审美 观 教 育 ， 
对 称 美 在 数学 解 题 中 具有 重要 作用 , 在 构造 代 
数 式 或 函数 式 解 题 时 , 常 构 造 " 对 偶 式 “对称 
式 ”"， 有 利于 重组 问题 中 各 元 素 , 汇聚 题目 条 件 ， 
收 到 事半功倍 的 效果 . 

例 4 求 sin220o*+ cos2509+ sin 20"cos 50。 
的 值 . 

分 析 : 设 z = sin2 20。 + cos2 50? 十 sin 20?. 
cos50%*， 构 造 x 的 对 侦 式 y = cos?20° 十 
sin2 50 十 cos 20° sin 50°, 则 Zz 十 y= 二 2 十 sin 70。， 
ZX—Yy=—cos40°+tcos100° — sin30° = 一 一 

3 


A 

27 1 
例 5 求证 Rn- 年 to | 
分 析 : 设 4 = cos 了 一 08 了 十 co8 区 B= 
3T 


nT 27 
Sin 一 一 Sn 一 十 Sin 一 - 


7 7 二 和 
A = 008 .ig 易 知 z == 一 1 


且 2 关 一 1, 则 A 十 Bi 二 zz 一 十 2 一 








— sin 70°, 














z(1+23) z(1+2) 1+ 1 
1+z -z+z 1-z6 1-2 | 
.37 
sin 一 
1 3Tr . ,37 2 2 {1 3 元 2 
一 cog 一 一 isin 一 到 Ee 
7 7 COS 7 
“4A=3 
、 构 和 方程 解 = 角 题 


对 于 某 些 三 角 求 值 问题 , 直接 计算 很 难 入 
手 , 可 运用 根 与 系数 的 关系 , 联想 构造 一 元 二 
次 方程 来 求解 . 

例 6 求 sin 18°? 和 cos36? 的 值 . 
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in 36°. cos 36° 
分 析 : "Sin 18?° .cos 36" 一 和 
和 2cos 18° 
Te 和 sin 18" 十 cos 36° = sin 54° 
COS 


一 Sin 18° = 2 cos 36° .sin 18° = 

一 sin 18? 和 cos 36? 是 一 元 二 次 方程 

-了 = 0 的 两 根 . 解 这 个 方程 得 mi = 
1 一 V5 


义 "* 0 < sin18° < cos36°, 
1 
, COS 36° = = 


四 、 构 造 几何 背景 解 三 角 题 

某 些 问题 具有 几何 背景 , 用 常规 方法 较 难 
解决 , 而 类 比 构造 其 几何 意义 , 运用 数 形 结合 
的 数学 思想 , 直观 地 反映 元 素 之 间 的 关系 , 使 
问题 快速 获 解 . J 

. 1— V2sinz , , 

例 7 求 函数 f(x) = Te 
大 、 最 小 值 . 

分 析 : 考虑 定点 P(4, 1) 和 动 点 4(V2cos z， 
V2sinx), 则 f(x) = kpa, 动 点 4 在 圆 O : 
22 十 y? 二 2 上 , f(x) 的 最 值 对 应 过 定点 PP 且 


与 融 O 相 切 的 直线 斜率 . 
.ja _ 4+ V30 


14 
f(s = 








二 二 了 用 和 全 一 








4 一 


五 、 构造 解析 几何 模型 解 三 角 题 
对 各 量 关系 不 明确 的 问题 , 创造 性 地 构造 
与 之 相关 的 解析 几何 模型 , 凸现 各 元 素 之 间 的 
内 在 联系 , 揭示 问题 的 实质 , 使 问题 变 得 简单 
明了 . 
例 8 已 知 sn4+sin(4 十 已 ) 二 cos(4 十 
B) = V3, Be | 了 ,7|, 求 B 的 值 
分 析 : 由 已 知 可 得 (sin B 十 cos B)cos 4 十 
(1+cosB-sinB)sinA— V3=0. 
考虑 直线 (sin B 十 cos B)z 十 (1 十 cosB 一 
sin B)y 一 V3 = 0 及 圆 z2 十 刀 = 1, 显然 点 
(cos A,sin A) 既 在 直线 上 又 在 圆 上 ,所 以 ， 
心 0(0,0) 到 直线 的 距离 4 < 1. 
I0+0— va 
(sin B+cosB)?+ (1l+cosB— sinB)? 
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对 函数 问题 的 错 解剖 析 
其 


341400 江西 省 南 康 中 学 申 


函数 是 高 中 数学 中 极为 重要 的 内 容 , 综观 
近 几 年 来 的 高 考试 题 , 主要 考查 的 内 容 有 : 函数 
的 概念 及 性 质 , 函数 的 图 象 及 变换 , 这 是 学 生 
学 习 的 重点 , 也 是 难点 . 下 面 训 析 学 生 在 学 习 
过 程 中 , 常 因 概 念 不 清 而 易 混 淆 的 几 组 函数 问 
题 . 

一 、 奇 偶 性 问题 

例 1 (已 知 函数 y = f(z) 为 偶 函 数 , 则 


(A) f(z+1) = f(-2—1) 

(B) f(z+1)= f(z+1). 

(2) 已 知 函数 y = f(z + ]) 为 侦 函 数 , 由 
有 YR EE eR ( ) 

(A) f(z+1) = f(-2+1) 

(B) f(z+D) =/(-2—1). 

(3) 已 知 函数 y = f(z) 为 奇 函 数 ， 则 
有 a ne ee ( ) 

(A) f(z+1) = -fa 一 1 

(B) f(z+D) =-f(-z+1). 

(4) 已 知 函数 y = f(z + 了) 为 奇 画 数 ,由 
有 a i a de dd se i a ee ( ) 


(A) f(z+1)=—f(-z+ 1); 

(B) f(x+1)=-—f(-7z—1). 

剖析 :上 面 四 个 选择 题 , 正确 答案 为 (A), 学 
生 易 误 选 (B), 原因 是 对 奇 ( 偶 ) 函数 的 概念 理 
解 不 透 所 致 . 对 奇偶 性 的 理解 , 应 从 以 下 几 方 
面 着 手 : @ 定义 域 要 关于 原点 对 称 ; @ 函数 


PrwOrOrOrOrOrOrOrrOrOrOrrr rr rr rr 


<1—> cos 忆 > Sin 已 . 
Tt 
又 “Be [3 
sinB=cosB,.. B= A 
三 角 函 数 是 中 学 数学 的 重要 内 容 之 一 , 其 
和 村 点 是 脉络 清晰 、 结 构 严 说 、 公 式 众多 , 解 题 


sin BB > cos B, 故 
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华 


y 三 jzZ) 中 的 对 应 法 则 “ 户 是 对 整体 变量 z 的 
作用 ; @ 对 定义 域 中 的 任意 x, 恒 有 f( 一 zx) = 
f(z) (或 f(z) = 一 f(z)) 成 立 . 

对 于 (1)，… y = f(z) 为 偶 函 数 ， 

“. f(—7) = f(x). 

把 x 十 1 视 为 整体 变量 , 令 上 = Z 十 1 则 
f(-t) = f(2), 即 f(z 十 1) = f(x 一 了 , 选 
(A). 

对 于 (2), y = f(z 十 1) 是 对 应 法 则 f 对 整 
体 变 量 z 十 1 的 作用 , 设 作用 后 关于 xz 的 函数 为 
g(7), 则 f(z 十 1) = 9(2), 

““y 二 f(z 十 1) = 9(7) 为 偶 函 数 ， 

“. g(7) = g(—z), 

即 f(z 十 1) = 二 f(x 十 1), 选 (A). 

同 理 分 析 (3)、(4). 

应 用 :函数 y = f(z) 在 区 间 (0,2) 上 是 增 函 
数 , y = f(z 十 2) 为 偶 函 数 , 则 下 列 结论 正确 的 


a ee 
(A 1) <7 (9) <7 (9) 
3) 7 (D) <7(3) <70 
(OF (3) <7D<7 (3 
D)#(3) <10) <7 (3) 


分 析 :… 2 = f(z 十 2) 为 偶 函 数 ， 
“f/f(-z+2)= f(z+2), 





TT 


方法 技巧 性 强 , 数学 思想 要 求 高 , 而 且 与 其 它 
数学 分 支 联 系 紧密 . 构造 法 为 揭示 这 种 内 在 联 
系 提供 了 方法 上 的 保证 ,有 意识 地 进行 训练 , 能 
加 深 学 生 对 所 学 知识 的 理解 , 提高 学 生 运用 知 
识 解决 问题 的 能 力 . 


人 28 
jzZ) 关 于 直线 z = 2 对 称 , 选 (C). 


数学 教学 


2005 年 第 4 期 


“y= f(x 线 Z 二 2 对 称 , 选 (C 例 3 (1) 若 函数 y = f(z) 的 图 象 经 过 


二 、 复 合 (抽象 ) 函数 定义 域 问题 

例 2 (了 1) 已 知 函 数 y = f(z) 的 定义 域 为 
[0,1], 求 函数 y = f(2zx 二 了) 的 定义 域 . 

(2) 已 知 函 数 y = 27 十 1) 的 定义 域 为 
[0,1], 求 函 数 y = f(zx) 的 定义 域 . 

(1) 错 解 :““ y = f(z) 定 义 域 为 [0,1]， 

1 

.1l<2rz++1<3, 

= 了 (27x 十 1) 的 定义 域 为 [1,3]. 

剖析 : 错 解 在 于 没有 理解 定义 域 的 概念 , 复 
合 函 数 的 定义 域 从 两 方面 考虑 . @ 求 任何 一 个 
函数 的 定义 域 就 是 求 自 变量 z 的 范围 (而 非 整 
体 变量 的 范围 ); @ y = fl9(z)| 由 y = f(w)， 
4 三 9(Z) 复合 而 成 . 

外 层 函 数 f(w) 的 定义 域 制约 着 内 层 函 数 
9(Z) 的 值 域 , 从 而 限制 着 z 的 范围 

对 于 (1), y = j 帮 27 十 1) 是 由 y = f(w)， 
vu 二 27 十 1 复合 而 成 . 

“yy = f(x) 的 定义 域 为 [0,1, 即 f(w) 的 
定义 域 为 [0,1]， 

5 

即 0 冬 27z 十 1 芯 1， 

。。 一 3 <r<0, 


= f(2z + 1 的 定义 域 为 -| 
对 于 (2),， 复合 函数 的 定义 域 为 [0,1]， 即 
0 移入 出 
'… 内 层 函 数 = 2x 十 1 的 值 域 为 [1,3]， 
.外 层 函 数 二 二 f(z) 的 定义 域 为 [1,3]. 
应 用 : 若 函 数 y = f(2”) 的 定义 域 是 [一 1， 
1], 则 函数 y = log> z) 的 定义 域 是 [V2,4 . 
分 析 : ““ y = f(2”) 的 定义 域 是 [一 1,1]， 
.. 内 层 函数 & = 2 的 值 域 为 3 | 
即 函 数 y==f(logs z) 的 内 层 函 数 寻 1og27 
的 值 域 为 
Dg ; < log27 < 2. 
“. V2<zr<4. 
三 、 反 函数 问题 





(0, 一 了 ), 则 函数 了 (z 十 久 的 反 函 数 图 象 经 过 点 





(2) 若 函数 y = f(x) 的 图 象 经 过 (0, 一 1)， 
则 函数 7*(z 十 4 的 图 象 经 过 点 

剖析 : 学 生 在 做 题 时 , 误 认为 1 (zx 十 外 就 
是 f(z 十 4) 的 反 函 数 ， 两 道 题 答案 都 是 (一 1 
一 4), 原因 在 于 对 “f-'” 的 理解 错误 ， 事实 上 ,， 
“ 广 天 也 是 一 种 对 应 法 则 , f!(z 十 4) 是 “1” 
对 整体 变量 (z 十 4) 的 作用 , 而 求 一 个 函数 的 反 
函数 是 指 原 函 数 为 y 关 于 Zz 的 函数 , 不 是 关于 
(ZX 十 4) 还 数 . 原 函 数 与 反 函 数 的 关系 是 z、Y 
互 换 . 

对 于 (1), 见 下 表 . 


,an 一 z+d) 2% 一 9 一:(z) 即 
(的 图 下 y=f(z+4) 的 
反 函 数 的 图 象 














J | | 

过 (0, 一 1) 过 (一 4, 一 1) 过 (一 1, 一 4) 
对 于 (2), 设 对 应 法 则 广 ! = g, 要 求 y = 
f(zx++4)=g(z 十 4), 则 需 先 求 g(x2)= 了 -1 (zx). 
2 y=f -1(z) 4 一 9(2 十 4) 一 


Sy 所 :二 SY 
的 图 象 来 反击 数 妇 a 向 左 平移 4 个 单位 Re 和 的 




















i 过 ( | ,0) Re 

因此 (也 过 点 (一 1 一 乞 , (2) 过 点 (一 5,0). 

应 用 : 设 画 数 J ) = 二, 若 画 数 g(z) 
的 图 象 与 y = f(z 十 1) 的 图 象 关 于 直线 y = 
2 对称, 则 9(2) 等 于 一 2 . 

分 析 : 9(z) 与 广 !(z 十 也 互 为 反 函 数 , 求 
六:(z 十 IJ) 的 反 函 数 . 

Ei 2， 

.0) 三 过 十 1 

“7= f(y)—1, 

… IT(z 十 1) 的 反 函 数 为 y = f(z) 一 1， 
即 g(z) = f(x)—1, 

“. g(2) = f(2)—1= -2. 

四 、 对 称 问题 

(1) 设 函数 y = f(z) 的 定义 域 是 R, 是 
f(z 一 1) = f(1 一 72), 那么 f(z) 的 图 象 关于 

对 称 . 
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把 平面 轨迹 向 空间 推广 


318000 浙江 省 台州 市 椒江 一 中 刘 立 停 


众所周知 , 在 处 理 空间 问题 时 , 为 了 方便 研 
究 和 简化 讨论 , 总 是 把 它 转化 为 平面 问题 . 在 
教学 中 , 为 了 培养 学 生 的 空间 想象 力 和 逻辑 思 
维 能 力 , 通常 把 平面 上 一 些 问题 进行 演变 和 推 
广 , 在 空间 深入 研究 , 从 中 探索 和 发 现 平面 、 空 
间 问 题 的 内 在 联系 . 如 平面 上 到 定点 的 距离 为 
定 长 的 轨迹 是 圆 , 而 在 空间 则 是 一 个 球面 ; 在 
平面 上 到 定 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 两 条 平 
行 线 , 而 在 空间 则 是 一 个 圆柱 面 等 等 , 这 样 的 
例子 不 胜 枚 举 , 但 有 的 问题 并 非 如 此 简单 , 笔 
者 在 此 特 举 几 例 , 意 在 抛砖引玉 . 

一 、 轨 迹 由 点 到 线 

在 平面 上 , 如 图 1, 点 卫 在 正方 形 4BCD 
的 边 BC 上 移动 有 满足 4P 上 BC, 求 书 的 轨 


TT rr rr rr rr 


(A)z = 0; (B)z= 1; 

(C)y=0; (D)y=1 

2) 设 f(z) 的 定义 域 为 R， 则 函数 y = 
f(z 一 了) 与 y = (1 一 7) 的 图 象 关于 对 
称 . 

(A)z = 0; (B)z=1; 

(C)y=1 (D)y=0. 


鹿 析 : (2) 易 错 先 (A). 图 象 的 对 称 分 为 图 
和 象 本 身 的 对 称 和 两 个 不 同 图 象 之 间 的 对 称 . (1) 
中 的 图 象 是 轴 对 称 图 形 (本 身 对 称 )，(2) 中 
f(z -与 1(1 - 可 是 两 个 不 同 函 数 图 象 的 
对 称 

) = f(s) 
Zz 二 1)—1|= /fli (z+1)], 
= f(-) 
一 /0 关于 y 轴 (中 对 了 , 迁 (A) 
于 了 加 人 





y= f(x— 
1), 


分 析 : 满足 4P 上 BC 的 只 能 是 与 BB 重 
合 的 情况 , 即 忆 的 轨迹 只 是 一 个 点 B. 








推广 : 在 空间 中 ， 如 图 2， 点 卫 在 立方 体 
ABCD 一 A1B1C1D1 的 侧面 BCC1Bi 及 其 边 


界 上 移动 , 且 满 足 4P 上 BDi, 求 忆 的 轨迹 . 


和 TATTOO 


向 右 移 1 个 单位 
y= 帮 一 7) >Y 


而 y = f(z) 与 y = 上 一 


-= f(z 十 1), 
Zz) 关于 x = 0 对 





称 ， 

平移 后 得 出 y= f(z -与 y = f(1 
x) 关于 x 二 1 对 称 , 选 (B). 

推广 : 设 函 数 y = f(z) 的 定义 域 是 R. 

1. 若 f(z+a)= f(-z+D), 则 y= f(z) 
关于 直线 z = “对称 ( 证 略 ) 

2. 函数 y = f(z 十 Q) 与 y = f(b 一 7X) 关于 
直线 了 = “二 “对 称 ( 证 略 ) 

应 用 : 由 函数 y = f(2z + 1) 是 偶 函 数 , 能 
否 判 断 函 数 y = f(z) 图 象 的 对 称 轴 呢 ? 

分 析 : … y = f(2z 十 七 是 偶 函 数 ， 

“. f(27+1)= f(-27+1), 

令 t 二 27 十 1, 则 f (2) = f(2 一 加 ， 

即 f(x) = f(2— 2), 

= f(z) 关 于 直线 x = 1 对 称 . 
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分 析 : 当 书 一 Bi 时， 由 三 垂 线 定理 知 
4B 1 BD1, 显然 有 AP 1 BDi; 

当 P 一 C 时 , 同 理 4C 上 BDi1, 显然 有 
AP 1 BDi. 

又 4B1、4C 确 定 平面 4B1C, .BDI 1 
面 4BP1C， 

“BD1 上 面 4BiC 内 任 一 条 直线 AP， 

“了 ece 面 4B1ON 面 BCO1BI. 

又 面 4B1CN 面 BCO1B1 = Bi1C, 

“了 轨迹 为 线段 B1C. 

二 、 轨 迹 由 线段 到 线段 

在 平面 上 , 如 图 3, 设 P、Q@ 分 别 为 正方 形 
ABCD 边 A4B 和 BC 上 两 动 点 , 是 满 足 4P = 
BQ, 求 PQ 中 点 六 的 轨迹 . 

分 析 : 由 已 知 条 件 可 得 轨迹 为 线段 MR, 即 
正方 形 4BCD 边 4B 和 BC 中 点 的 连 线 . 














D C 
C1 
R 
N19 SS 9 
4PM B 41 EF Bi 
图 3 图 4 


推广 : 如 果 把 正方 形 4BCD 作 为 一 面 在 空 
间 向 下 延伸 为 立方 体 A4BCD 一 A1B1C1D1( 如 
图 4), P、Q@ 分 别 为 楼 A4B、B1C1 上 动 点 , 且 AP 
= B18, NN 为 PQ 中 点 , 求 入 的 轨迹 . 

分 析 : 找 特 殊 点 . 当 点 了 与 点 4 重合 时 , 点 
Q@ 与 点 Bi 重合 , 此 时 NN 为 4Bi 中 点 MM; 当 点 
忆 与 点 已 重合 时 , 点 Q@ 与 点 C1 重合 , 此 时 入 为 
BO 中 点 RR. 

连 PM, 延长 交 A1B1 于 EB, 则 AP=EBi， 


“. EBi= QBi,.. EQ/AiOC!. 
又 MN/EQ (三 角形 中 位 线 定理 )， 
“. MN/AiC!. 

同 理 MR//A1C1. 


“。M、N、R 共 线 , .NN 轨迹 为 线段 MR. 
三 、 轨 迹 由 直线 到 直线 
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在 平面 上 , 如 图 5, 求 到 两 条 相交 直线 a、0b 
等 距离 的 点 的 轨迹 . 

分 析 : 由 平面 几何 知识 易 得 轨迹 是 两 条 互 
相 垂直 的 角 平 分 线 . 

推广 : 在 空间 中 , 如 图 6, 求 到 两 条 异 面 直 
线 a、5 等 距离 的 点 的 轨迹 . 




















五 Hi a 
ok 号 
a 人 ,PP 
[@4 | K2; x 
F 
b b 
H2 
图 5 图 6 


分 析 : 取 w、5b 公 垂 线段 EF 的 中 点 O, 过 
O 作 a /a, 5b/b, 则 a'、W 确 定 平面 a, 且 a 上 
由 两 相交 直线 a"、b 所 成 的 两 条 和 角 平 分 线 即 为 
所 求 . 

在 该 角 的 内 外 两 条 角 平分 线 的 任 一 角 平 分 
线 上 任 取 一 点 P, 作 PKI 上 a 于 Ki, 过 人 Kl 
作 KiHI1/EF 交 0 于 万 , 连 PHi, 则 a 上 上面 
PK1Hi, Xa a, 


“al 面 PKiHi, .. a lL PH, 
“PHIi 即 为 P 到 直线 a 的 距离 . 
在 RtAPKi 栈 中， 


| 已 页 = |KiHi|? + |PKI|. 

同 理 , 作 PK2 1 VV 于 Ks， 

过 KK2 作 KH2/EF 交 Lb 于 H2, 连 PH，， 
则 PH2 即 为 P 到 直线 5 的 距离 . 

在 RtAPK2 万 > 中 ， 

IPH2P? = |K2HoP? + |PK2|, 

[EF 

XI|KIHi| = |K2H2| = i IPKi| = 
IPKz|, 故 1|PHi|= |PHol. 

四 、 轨 迹 由 曲线 到 曲线 

在 平面 上 , 如 图 7, 直线 a、b 夹 角 60°, C、 
DD 分 别 在 a、b 上 移动 了 |CD| = 4, 求 CD 中 点 
一 的 轨迹 方程 . 

分 析 : 设 a、b 相 交 于 O, LCOD = 60°, 以 
O 为 原点 , 分 别 以 LCOD 的 内 外 平分 线 为 轴 建 
立 直 角 坐 标 系 , 如 图 7. 设 OC =t1, 0D = ts， 
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V3 1 V3 1 
由 -ti ||、 D|[—t,,—-t 
mc (Pn A 
3 
T= (ti +t2), 
P(z,y) 满 足 i 
一 一 (t 一 七 
y Ati 2) 
b 
© 
TX 
a PY 
D 
图 7 
2 3 2 
由 |CD| = 4 一 五 + 本 一 1 其 轨迹 


是 一 个 椭圆 . 

推广 : 在 空间 中 , 如 图 8, 设 两 条 异 面 直线 
a、b 所 成 的 夹 角 为 60， 

公 重 线段 已 F = 2, 长 为 4 的 线段 4 已 的 端 
点 分 别 在 a。b 上 滑动 ， 

(指出 4 如 中 点 书 轨 迹 所 在 的 位 置 ; 

(2) 求 4B 中 点 忆 的 轨迹 方程 


E 4 wa 




















图 8 
分 析 : (1 了) 取 a、b 公 垂 线 段 BF 的 中 点 0， 


mr rr rr rr 


(上 接 第 4 2 页 ) 
是 消极 心理 在 作 崇 , 以 前 某 个 时 候 的 提问 , 被 
忽视 或 计 笑 而 产生 心理 障碍 ,当然 , 也 可 能 与 
青春 期 产生 的 一 些 心理 变化 的 消极 因素 有 关 . 
“ 盲 问 ” 的 学 生 表现 欲 是 积极 的 , 应 该 及 时 给 予 
保护 ,否则 会 转化 为 “ 问 盲 ”, 教师 关键 在 于 教会 
他 们 掌握 如 何 提 问 的 方法 .“ 圈 问 ” 由 于 在 指定 
提问 对 象 方面 具有 灵活 性 , 学 生 有 一 个 心理 适 
应 的 缓冲 期 , 再 加 上 “ 圈 问 ”的 内 容 具 有 “ 旁 敲 侧 
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过 O 作 a /a, 5V/b, 则 w、 必 确定 的 平面 w, 该 
平面 Qa 为 BF 的 中 垂 面 . 

设 4eEa,Beb,AB=4, 过 4 作 AC 1 
a 于 C, 过 B 作 BD 上 L a 于 也 ， 

AC/ BD,..。AC、BD 确定 平 面 人 ， 
且 A4B、 CD Cp. 

设 4B、CD 交 于 Q, 由 4C = BD =1， 

“. RtA4Q@Cce RtABOQD, 

“AQ = BQ, .，Q@ 与 P 重 合 ， 

所 以 书 在 五 玉 中 垂 面 w 上 . 

(2)… 4P=BP=2,4C=BD=1， 

CD = 2V3. 

又 OF 2 BD,“. 四 边 形 ODB 为 平行 四 
边 形 , “.。 OD/JFB, … D € b,ZLCOD = 
60°, 目 己 为 CD 中 点 . 

至 此 把 空间 问题 转化 为 平面 问题 . 

建立 如 图 7 所 示 的 直角 坐标 系 ， 


V3 1 V3 1 
| 
uc ( 5 ,51 l 5 t2, 本 如 


Ms we 十 t2), 
则 P(z,y) 满 足 
7 二 本 出 — t2) 


2 
由 |CD|=2V3 一 本 十 她 ==1 其 轨迹 
是 一 个 椭圆 
如 上 所 述 , 我 们 在 处 理 任何 问题 时 , 要 尽 
量 多 一 点 想象 和 思考 , 尽量 把 条 件 转化 得 少 一 
点 , 把 结论 转变 得 多 一 点 , 把 问题 和 结论 再 进 
一 步 演变 和 推广 这 样 , 在 数学 世界 里 , 我 们 必 
会 感到 奥妙 无 比 、 乐 趣 无 穷 


TT 


击 的 上 暗示 性 ”, 容易 激发 学 生 的 问 欲 和 提出 “有 
效 的 问题 ", 从 而 有 效 地 克服 “ 问 讶 ”与 “ 盲 问 ” 现 
象 . 

“ 海 问 "、、“ 圈 问 "、“ 点 问 " 是 提问 的 一 种 和 集 
略 和 手段 , 三 者 往往 互相 结合 与 补充 , 教师 应 
该 合理 、 灵 活 地 运用 . 要 把 握 让 学 生 “ 跳 一 跳 ， 
够 得 着 ”的 原则 , 灵活 设 问 , 以 问 引 问 , 培养 学 
生 的 问 欲 , 为 培养 敢于 质疑 勤学 好 问 的 人 才 
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“5 十 5° 规划 划 拳 的 概率 讨论 


514015 广东 省 梅州 嘉 应 学 院 获 云 


划 拳 问题 虽说 是 一 种 游戏 , 但 它 的 来 源 及 
应 用 却 在 商业 对 策 、 体 育 比 赛 、 军 事 竞赛 等 领 
域 . 本 文 对 生活 中 和 常见 的 一 类 划 拳 问题 用 概率 
方法 展开 讨论 , 从 中 可 以 学 习 掌握 一 些 对 策 知 
识 和 技能 . 

设 划 拳 对 策 局 中 人 为 甲 、 乙 , 规定 双方 同 
时 出 拳 , 即 每 个 局 中 人 在 喊叫 数字 7 的 同时 展 
出 ?个 指头 (= 0、1、2、3、4、5; 7 = 0、1、 
2、.…、10). 假设 甲 方 喊 数 a', 展 指数 为 a, 乙 
方 喊 数 为 0, 展 指数 为 6, 则 当 甲 方 喊 数 恰好 等 
于 甲 、 乙 双方 展 指数 之 和 ( 即 w = a 十 9) 时, 甲 
获胜 , 当 乙 方 喊 数 恰好 等 于 甲 、 乙 双方 展 指数 
之 和 ( 即 5 = a+ 刀 时 , 乙 获 胜 . 此 外 还 约定 “ 平 
局 ”不 算 , 不 能 “ 失 拳 ”, 即 a 了 关 0 ,a a <at 
5, 5 < 5' < 5 十 5. 我 们 把 这 种 规则 的 划 拳 问 
题 叫 做 “5 十 5 规则 划 拳 . 现 提 出 以 下 几 个 问 
题 进 行 讨 论 . 

1.“5 十 5 规则 是 否 公 平 ? 

2. 5 十 5 规则 的 划 拳 中 , 裁决 出 胜 负 所 需 
要 进行 划 拳 的 平均 次 数 是 多 少 ? 

3. 每 一 方 获胜 所 需 平均 划 拳 次 数 是 多 少 ? 

4. 当 甲 一 直 展 3 个 指头 时 , 甲 胜 的 概率 会 
比 乙 大 吗 ? 

5. 当 甲 一 直 叫 6 时 , 甲 胜 的 机 会 能 比 乙 多 
吗 ? 

6. 当 甲 展 4 个 指头 叫 8 时 , 甲 会 比 乙 胜 的 可 
能 性 大 吗 ? 

下 面 分 别 讨论 之 : 

1. 我 们 说 5 十 5” 规则 对 甲 、 乙 双方 是 公 
平 的 . 

1” 甲 、 乙 双方 进行 一 次 划 拳 可 看 作 一 次 
随机 试验 , 试验 样本 空间 为 

Q = {l(a,a)(b, blab = 0.1 5; 


a.b =01、...、10,a #0V,a<a <a+5, 
bb <b++5}. 由 “5 十 5” 规 则 知道 , 当 甲 方 
喊 数 a' 分别 取 值 为 0、1、2、3、4、5、6、7、 
8、9、10 时 , 甲 方 对 应 于 喊 数 a 的 展 指数 a 取 
值 的 可 能 方法 数 分 别 为 1、2、3、4、5、6、5、 
4、3、2、1. 所 以 (ao ) 所 有 可 能 情形 为 1 十 
2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 5 十 4 十 3 十 2 十 1 = 36 种 ; 同 
理 , (b,b') 所 有 可 能 情形 也 是 36 种 ; a == 5 = 
0、1、2、3、4、5、6、7、8、9、10 时 , 对 应 
的 [(a,@ )(b, 的 ] 的 所 有 可 能 情形 分 别 为 1、2、 
3、4、5、6、5、4、3、2、1 共 36 种 ，( 比 如 
a 二 0 二 2, 就 有 [(0,2)(2,2)]、[(1,2)(1,2)]、 
[(2, 2)(0, 2)]3 种 ; a = bw == 9, 有 |[(4, 9)(5,9)]、 
[(5,9)(4,9)]2 种 )， 由 于 甲 、 乙 双方 展 几 叫 几 互 
不 影响 , 于 是 甲乙 方 出 拳 是 独立 的 , 根据 乘法 
原理 并 考虑 除去 平局 , 得 样本 空间 所 含 基本 事 
件数 为 36 x 36 一 36 = 1260, 所 以 Q 是 有 限 的 . 

2° 假设 每 个 基本 事件 [(a, a )(b,0)] 出现 概 
率 都 相等 ， 则 其 发 生 的 概率 都 等 于 二， 故 
“5 十 5” 规则 的 划 拳 是 一 个 古典 概 型 . 若 记 
4 ==“ 甲 胜 ”, B =“ 乙 胜 , 则 4 发 生 寺 > a' = 
a 十 b. 由 前 面 讨论 知 (a,a ) 的 所 有 可 能 情形 为 
36 种 , 在 a' 二 a 十 5 的 条 件 下 b 随 之 而 确定 . 但 
对 应 于 每 个 6、b' 取 值 可 能 情形 有 5 种 , (例如 ， 
当 (a,a') = (4,6) 时 , 5 = 2, 5' 可 以 取 2、3、 
4、5、7 共 5 种 可 能 ; 当 (a,a) = (2,7) 时 , 5 = 
5, 以 可 以 取 5、6、8、9、10 共 5 种 可 能 ), 由 乘 
法 原理 , 事件 4 所 含 基 本 事件 个 数 为 36 x 5 = 


180, 由 古典 概率 公式 得 
A 
人 所 含 基 本 事件 数 1260 7 了 7- 
同 理 可 得 P(B) = 了 7， 所 以 甲 、 乙 双方 获 


胜 机 会 相等 , 此 规则 是 公平 的 . 
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2. 由 于 上 次 划 拳 对 下 次 划 拳 不 产生 影响 ， 
所 以 连续 划 拳 构成 一 独立 试验 序列 , 设 £ = ' 裁 
决 出 胜 负 所 需 划 拳 次 数 ",《 取 值 为 一 切 自 然 数 ， 
若 记 A;、Bi; 分 别 为 甲 、 乙 分 别 在 第 i 次 划 拳 中 
取胜 的 事件 , 那么 , 由 于 4; 与 B; 独 立 , 则 有 : 

P(é=1) = ee B1) = CEB 
P(AVP(B)-F+7 -77 

P(t = 2) = PlA1U BiN(A, UB,) = 
36 13 
区 区， 

于 是 和 的 概率 分 布 为 几何 分 布 ; 


36 1 13 
人 


《的 数学 期 望 值 为 


36\ -113 
| rk 


36 13 1 49 
I rs 
49 49 . 36 13 


49 
即 3 < EE < 4. 这 表明 裁决 胜 负 所 需要 

的 平均 次 数 大 于 3 小 于 和 4 
3. 设 甲 取胜 所 需 划 拳 次 数 为 7, 则 ”是 一 离 
散 型 随机 变量 , 与 2 同 理 ， 可 得 7 的 概率 分 布 为 


6 1 
P(n = )= (7) P= 


. 甲 获胜 所 需 平均 划 拳 次 数 为 7 次 . 
同 理 乙 获胜 所 需 平 均 划 拳 次 数 也 是 7 次 . 
4. 设 C3 =“ 展 3 个 指头 ”的 事件 , 即 当 a = 
3 时 , uw' 的 可 能 取 值 为 3、4、5、6、7、8 共 6 种 ， 
对 应 于 每 个 a', 且 % 和 六 (5,5') 的 可 能 情形 有 
a 所 以 Cs 所 含 基本 事件 数 为 6 x 180， 
180 -了 
人 
一 甲 展 3 种 洛 屎 能 取胜 "事件 此 时 
es 4、5、6、7、8 共 6 种 可 
能 取 值 , 6 随 a' 而 确定 . 对 应 于 每 个 确定 的 5, 5 
又 有 5 种 可 能 取 值 (比如 当 a' = 5 时 , 5 = 2, 0 
可 以 是 2、3、4、6、7 共 5 种 )， 于 是 4Cs 所 
含 基本 事件 数 为 6 x 5 = 30. 从 而 P(4C3) = 
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55 = 石 - 故 在 甲 一 直 展 出 3 个 指头 时 , 四 


取胜 的 概率 为 P(A|C3)， 由 条 件 概率 公式 ， 有 
PACs) 和 _ 1 
= 学 ==. 





7 
同 理 可 得 P(BICs) = 35, 即 PC4lCs) = 
P(BICs) (因为 BCs 所 含 基本 事件 [(3,4)(0， 
3 十 中 的 总 数 与 4Cs 相同 , 都 等 于 30), 说 明 
在 甲 一 直 展 3 个 指头 时 甲 胜 的 机 会 不 比 乙 多 . 
5. 设 De =“ 甲 喊叫 6 事件 , 当 a = 6, a 的 
可 能 取 值 为 1、2、3、4、5 共 5 种 , 对 应 于 每 
个 取 定 的 a 且 a 去 5. (b,0) 取 值 的 可 能 情形 
有 30 种 , 因此 , De 所 含 基本 事件 数 为 5 x 30 = 
150, P(De) = 0 -~ 4De =“ 甲 喊 6 能 
取胜 ”, 此 时 , a’ = 6， 0 E 取 值 , 由 于 
6 = a 十 0,b 随 a 而 定 , 相对 每 个 确定 的 久久 (天 
a') 又 有 5 种 可 能 取 值 , 因此 , ADe 所 合 基 本 事 
件数 为 5x5 25. P(ADe) = 





1260 = 
故 当 甲 一 直 叫 6 时 ， 甲 胜 的 概率 为 
_ P(AD6e) 天 1 
人 PD 5 6 


42 
同 理 可 得 P(B|Do) = 5, 所 以 , 在 甲 一 直 
叫 6 时 , 甲 胜 的 机 会 与 乙 相 同 . 
6.C4Ds ==“ 展 4 叫 8”, 即 当 4 二 4a =8 
时 , 因 久 关 (0,0) 取 值 有 30 种 可 能 , C4Ds 


所 合 基 本 事件 数 为 30，P(C4Ds) = Ta = 


AC4Ds。 =“ 甲 展 4 喊 8 且 能 取胜 ”， 即 在 
8 二 4 十 b 条 件 下 , b = 4, b 有 5 种 可 能 取 值 , 
AC4aDs 所 含 基 本 事件 数 为 5. P(ACsDs) = 


1260 ~ 2527， 因此 , 当 甲 喊 8 展 4 时 , 取胜 概率 


1 
P(AIC4Ds) = 2 = 
42 


同 理 得 P(BIC4Ds) = 5. 故 在 甲 践 8 展 4 
时 , 甲乙 取胜 的 概率 是 相同 的 . 


人 34 数学 教学 


2005 年 第 4 期 


200433 复旦 大 学 数学 系 学 生 何 忆捷 


我 是 一 名 奥林匹克 数学 的 爱好 者 、 参 与 者 . 
中 学 时 各 科 都 喜欢 , 至 今 保 持 着 二 胡 特 长 及 对 
音乐 .体育 爱好 的 投入 , 甚至 还 学 了 一 点 吉他 、 
小 提琴 和 校园 歌曲 创作 . 

我 觉得 学 习 贵 在 创造 . 因此 在 参加 奥数 学 
习 时 , 除了 听讲 座 做 习题 之 外 , 经 常 自己 编 题 、 
命题 . 命题 研究 的 过 程 常 常 带 给 我 新 鲜 感 . 当 
假想 自己 正 为 某 奥赛 编 拟 试 题 时 , 便 会 对 题 型 
的 选择 .构思 的 出 新 .论证 的 严密 .文字 的 简洁 
提出 更 高 要 求 , 进一步 促进 创造 性 的 数学 思维 . 
进入 复旦 之 后 , 我 还 经 常 编 题 . 

奥赛 数学 与 高 等 数学 是 相辅相成 的 . 运用 
高 等 数学 的 思想 能 居高临下 解决 一 批 奥数 难 
题 . 例如 , 我 高 中 创作 的 一 道 奥数 题 是 : 证 明 
当 实 数 m > 1 时 ,函数 f(z) = (mz 一 m)* 在 
(1 +co) 上 单调 递增 . 当初 的 解答 用 了 精妙 
巧 , 但 学 了 “对 数 求 导 法 ”后 , 使 我 轻易 给 出 了 
另 一 种 证 明 . 由 此 , 也 激发 了 我 对 高 等 数学 的 

以 下 是 我 所 编 的 三 道 高 中 奥赛 数学 题 : 

例 1 函数 y = 2003 一 az2(a > 0) 的 图 
象 和 Z 轴 所 围 成 的 封闭 图 形 内 部 和 边界 共有 
20032 个 整 点 , 则 a 的 取 值 范围 是 

解 : y = 2003 一 az2(a > 0) 开口 向 下 , 封 
闭 图 形 对 称 轴 为 y 轴 , 图 形 内 部 和 边界 所 有 整 
点 中 , 在 对 称 轴 上 的 共有 (0,0), (0, 1),……… , (0， 
2003) 这 2004 个 , 而 对 称 轴 两 侧 整 点 成 对 出 现 ， 
故 无 论 a 取 值 如 何 , 图 形 必 包 含 偶数 整 点 , 不 为 
20032 个 , 所 以 a 的 取 值 范 围 是 儿 . 

注 : 将 y = 2003 一 az2 及 20032 中 出 现 
的 2003,20032 改 成 任意 2 个 满足 题目 前 提 条 件 
的 , 并 且 奇 偶 性 相同 的 数 , 亦 可 用 同样 方法 推 
得 a 的 取 值 范围 是 2. 








说 明 2001 年 7 月 28 日 , 我 去 沈阳 东北 育 
才学 校 参 加 了 第 一 届 CMO 夏 令 营 , 期 间 做 的 
训练 题 中 , 有 下 述 存在 打印 错误 的 题目 : 

函数 y = 4 一 ax? 的 图 象 和 x 轴 所 围 成 的 
封闭 图 形 内 部 和 边界 共有 12 个 整 点 ( 整 点 是 指 
横 坐 标 与 纵 坐标 都 是 整数 的 点 ), 则 a 的 取 值 范 
围 是 ; 
该 题 ” 的 正确 答案 应 为 儿 , 而 不 是 某 个 具 
有 长 度 的 区 间 . 在 此 “ 题 ” 的 基础 上 , 我 将 它 改 
成 例 1, 并 且 至 今 仍然 认为 这 是 一 个 不 错 的 习 
题 . 

我 曾 将 此 题 给 几 位 同学 做 , 实验 结果 是 : 他 
们 的 思想 都 局 限 在 “连续 性 "上 -一 何 时 才能 将 
抛物 线 开口 大 小 调整 到 适当 值 , 使 封闭 图 形 恰 
好 含有 规定 数目 的 整 点 , 而 没有 去 考虑 “离散 
性 ” -一 整 点 在 抛物 线 开口 大 小 的 调整 过 程 中 
是 成 对 出 没 的 . 事实 上 , 真正 的 结论 就 是 那么 
简单 的 一 个 “@”, 运用 的 手段 就 是 对 称 与 奇偶 
分 析 . 

例 2 若 边 长 为 自然 数 , 且 面 积 为 2* 一 1 (% 
E N*) 的 矩形 桌面 MM 被 满足 以 下 条 件 的 及 块 甜 
形 纸 片 完 全 覆盖 : @ 纸 片 的 边 平行 于 桌 沿 , @ 
边 长 为 自然 数 , @ 面积 分 别 为 1,2, 4,…,2*-1， 
则 称 朵 是 “可 履 盖 的 ”. 如 果 在 任 取 n E N*,n 
入 大 的 情况 下 , 任何 一 种 满足 题目 条 件 的 桌面 
都 是 “可 窗 盖 的 ”, 求 的 最 大 值 . 

解 : 由 条 件 @@， 所 有 和 窍 形 纸 片 面积 和 1 十 
2 十 4 十 … 十 2*-1 二 2* 一 1 等 于 桌面 面积 ,为 
完全 覆盖 桌面 M, 所 有 纸 片 必 不 重 春 . 

(1) 以 下 就 % = 二 1,2…… ,9 对 桌面 进行 分 
划 , 事实 上 , 恰好 都 能 利用 平面 内 的 直线 所 确 
定 的 网 格 来 分 划 , 以 下 仅 写 出 直线 方程 . 

当 n = 二 1 时 ， 
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当 n = 2 时 ， 
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当 mn = 3 时 ， 

TX l= 0 1 7,Y 
0,y 三 工 . 

当 n = 4 时 ， 

人 
15. 

3 0,z 1 5,Y 0,vy 
J 

当 mn = 5 时 ， 

| 
15,7=31,y=0,y=1. 

当 n = 6 时 ， 

63x1:7xz=27—1()=0,1,2,... ,6),y = 
0,y 三 工 . 

21 x 3:7=0,z=1,7x=5,7x= 21,yvy 
0,y = 1,y=3. 

9x7:7z= 0,% 1,z = 9,y = 0,vy 
有 本 

当 n = 二 7 时 ， 

127x1: x =27—1(7=0,1,2,... ,7),y = 
0,y 三 工 . 

当 风 三 8 时 ， 

255xl:z 一 2 一 10 =0,12…… ,8),y = 
0,y 三 工 . 





85 x3:7T=0,7z=1,7x=5,7%= 21,7 
85,y = 0,y= 1,y=3. 

5l x5:7=0,z=1,x=3,7x= 19,7 
了 

17x15:7z= 一 0z=127=17y/ 一 27 一 
1(7 = 0,1,2,... ,4). 

















当即 = 9 时 ， 
511x1:7x = 27—1(7 = 0,1,2,.…. ,9),y = 
Wad 





7 
0,y=1,y=3,y=7. 

所 以 n = 1,2,… 
可逆 盖 的 ” 





` ,9 所 有 可 能 桌面 都 是 
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(2) 当 n = 10 时 , 对 于 2 一 1 = 11 x 93 
的 桌面 M, 证 明 它 不 是 “可 覆盖 的 ”. 假设 M 是 
可 窗 盖 的 , 于 是 , 由 93 = 26 十 24 十 2 十 22 十 
20; 11 = 23 十 21 十 20 这 两 个 二 进 制 表示 知 : 93 
至 少 写成 5 个 2 的 自然 数 寡 的 和 . 11 至 少 写成 
3 个 2 的 自然 数 寡 的 和 (自然 数 包括 0). 

考虑 与 桌面 以 AB 为 公共 边 的 矩形 . 因为 
他 们 的 面积 值 为 2 的 自然 数 寡 , 且 边 长 为 自然 
数 , 所 以 它 的 长 和 宽 均 为 2 的 自然 数 寡 , 故 与 桌 
面 以 AB 为 公共 边 的 矩形 至 少 5 个 . 

同 理 , 与 桌面 以 CD 为 公共 边 的 矩形 也 至 
少 5 个 , 与 果 面 以 AD 为 公共 边 的 矩形 至 少 3 
个 . 

若 存 在 与 桌面 同时 以 AB、CD 为 公共 边 的 
矩形 纸 片 , 则 它 的 长 或 宽 中 必 有 一 个 数值 为 桌 
面 的 宽 11, 不 是 2 的 自然 数 寡 , 矛盾 , 所 以 这 10 
个 矩形 不 会 重复 计算 , 所 以 就 是 这 10 个 符 形 履 
羔 了 ABCD, 故 与 4D 有 公共 边 的 矩形 仅 有 两 
个 , 但 这 与 至 少 3 个 矛盾 , 假设 不 成 立 . 

以 上 说 明 n = 10 时 有 反例 ! 

综合 (1)、(2), 得 kmax = 9. 

注 : (1) n = 10 时 , 11 x 93 的 桌面 “不 可 履 
盖 ” 的 男 证 : 

假设 可 疙 盖 , 则 所 有 纸 片 不 重 春 、 不 遗漏 、 
不 多 余 , 恰好 盖 住 M， 考虑 面积 为 2 的 纸 片 
31. 由 已 知 条 件 @@、@ , 其 长 、 宽 必 为 2 的 寡 ， 
设 其 规格 为 2*1 x 2*?, hi 十 ko 二 9 (其 中 ,长 为 


2 所 的 边 与 长 为 93 的 桌 沿 平行 ). 中 
"27 > 93,… ki < 6, 四 
2 四 


故 由 四 、@、 四 ,只 有 1 = 6,k2 = 二 3, 所 
以 51 的 长 为 64, 宽 为 8. 

再 考虑 面积 值 为 28 的 矩形 纸 片 52, 设 其 规 
格 为 2%3 x 2*4,ks 十 ka 二 8, 此 时 不 妨 设 ks > 
ka, 即 有 ks 之 4. 

@ 若 ha 之 4, 则 纸 片 52 的 规格 16 x 16, 不 
可 能 放 在 宽 为 11 的 桌面 MM 内 . 

@ 若 ks 之 7, 则 592 的 长 > 2”> 93, 不 可 
能 放 在 长 为 93, 宽 更 小 的 MM 内 . 

四 若 ia = 5 或 k3 = 6, 则 55 的 规格 为 
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32 x 8 或 64 x 4, 而 且 只 能 是 边 长 为 32 或 64 的 
边 与 长 93 的 桌 沿 平行 . 由 于 2 十 2%3 > 25 十 
25 > 93, 而 2 十 2%4 > 23 十 22 > 11, 所 以 
S51 与 62 在 MM 相 邻 两 桌 沿 的 投影 均 重 炙 , 显然 
S1、92 有 公共 部 分 , 矛盾 . 

于 是 11 x 93 的 桌面 不 是 “可 性 盖 的 ">， 即 
n 二 10 有 反例 |! 

(2) 本 题 也 是 首届 CMO 夏 令 营 期 间 所 创 
作 . 昕 说 当时 举办 夏令 营 的 沈阳 东北 育才 学 校 
规划 面积 为 255 亩 . 一 日 晚上 睡 在 国际 部 宿舍 
中 , 我 们 延安 中 学 四 名 营 员 对 之 作 了 讨论 . 讨 
论 源 于 255 = 28 一 1 (是 一 个 比较 特殊 的 数字 )， 
我 们 就 想 , 假定 整个 学 校 的 占 地 是 一 个 矩形 
长 、 宽 都 是 255 的 约 数 , 相 乘 为 255 (单位 略 ), 那 
么 能 否 将 此 学 校 的 占 地 划分 成 平行 于 学 校 边界 
的 , 面积 分 别 为 1,2,4,… ,128 的 8 块 矩形 地 ? 
为 简化 问题 , 我 们 又 设 和 矩形 地 的 长 、 宽 也 为 自 
然 数 , 后 者 发 现 , 这 是 一 个 “过 于 简单 "的 问题 
(相当 于 本 题 中 n = 8 的 情形 ). 我 们 各 自 躺 在 
床上 , 对 nn 较 大 小 的 情形 都 作 了 构造 , 作出 了 
第 一 个 猜想 : 对 任何 i < N*, 面积 为 2* 一 1 
的 满足 条 件 的 M 都 是 “可 覆盖 的 "， 第 二 天 的 
自习 课 上 , 我 用 上 述 的 “ 另 证 ”推翻 了 这 个 猜想 . 
于 是 第 二 天 晚上 , 我 们 作出 了 第 二 个 猜想 : 对 
任何 正 整 数 k, 面积 为 2” 一 1 的 满足 条 件 的 
MI 都 是 “可 赣 盖 的 ”. 第 三 天 的 自习 课 上 , 我 发 
现 , 面积 为 2” 一 1 的 矩形 桌面 M 中 有 一 个 长 
为 6700417 x (232 一 1), 宽 为 641 的 是 不 可 禾 
盖 的 . 证 明 方法 类 似 , 原因 是 22 + 1 不 是 素数 ， 
而 是 641 x 6700417, 如 此 便 为 推翻 结论 提供 了 
条 件 . “猜想 二 "是 “ 费 马 数 22” + 1 都 是 素数 "这 
个 “错误 猜想 "的 “推论 ”, 这 点 很 “5”. 
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(上 接 第 4-22 页 ) 
zx2 212 
猜想 8: 如 图 5， 4 为 贿 圆 二 十 贡 二 1 中 
过 点 M (0, mm) (m 尖 土 b, m 关 0) 的 一 条 弦 , 直 线 ! : 
b i ee ce 
YS 与 y 轴 相交 于 点 和 NN, BC 平行 于 y 轴 并 交 
直线 /于 点 C, D 为 线段 MN 的 中 点 , 那么 4、 
D、C 三 点 共 线 吗 ? (也 可 仿照 猜想 4 证 明 .) 
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(3) 本 题解 答 的 第 (2) 部 分 摘录 的 是 我 的 同 
班 同学 , 2002 年 中 国 数学 奥林匹克 银牌 得 主张 
思 汇 的 解法 ， 据 他 的 感觉 其 运用 之 手法 与 
2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 加 试 第 三 题 略 有 相 
似 , 不 过 本 题 或 许 只 能 作为 一 个 问题 而 存在 ， 
因为 前 半 部 分 的 构造 过 程 大 长 而 又 索然 无 味 . 

例 3 设 定义 域 (0,+00) 的 单调 递增 函数 
f(x), 满足 对 任何 zx < (0, 十 oo0), 都 有 f(z) > 
-BF +d -mro=- 


解 : 设 了 (zx) + 二 =a>0, 则 f(a)=1. 

因为 f(z) 在 (0, 十 oo) 内 单调 递增 , 所 以 a 
为 “个 确定 的 人 令 Z= ww 则 

f() + 7 = f0) 
1+ V5 

i 
SA f(s) =a- 二 = a -. 
经 检验 , 此 函数 满足 一 切 所 给 条 件 , 故 
V5+1 1 V5 

f(2) = 本 

说 明 本题 的 原形 为 : 

设 函 数 六 z) 对 一 切 Z > 0 有 意义 , 且 满 足 
下 列 条 件 : 

(1) f(x) 在 (0, 十 oo) 上 单调 递增 ; 

(2) 对 一 切 z > 0, 有 f(z) > -二 


(对 #>0, 有 ff |f) +2 = 

求 (1) 的 信 

例 3 与 它 的 区 别 仅 仅 在 于 条 件 (3) 的 一 个 
细节 读者 是 否 可 以 想象 到 , 老师 在 黑板 上 抄 
是 时 漏 写 了 一 个 <J(z)”， 就 让 我 * 编 出 一 道 题 
待 自己 意识 到 这 点 时 , 答卷 上 却 已 册 现 了 “xy 
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及 从 CeU 三 
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11. 课 后 思考 

1. 猜想 7、8 的 逆 命 题 成 立 吗 ? 

2. 猜想 7、8 可 以 推广 到 双 曲 线 中 吗 ? 其 
逆 命 题 成 立 吗 ? 

参考 文献 

1. 姜 坤 崇 . 圆锥 曲线 两 个 性 质 的 推广 . 数 
学 通报 . 2003. 7. 
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一 道 高 中 竞赛 题 的 探讨 与 推广 


550003 贵州 教育 学 院 李 晨 


1. 一 道 竞赛 题 

题目 (2004 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 如 
图 1, 设 0 点 在 人 人 ABC 内 部 ,日 有 OA+2OB+ 
30C = 0, 则 A4BC 的 面积 与 A4OC 的 面 
可 的 胰 源 生生 ( ) 





图 1 
WB OW D3 


在 本 题 中 , 已 知 条 件 OA++20B+30C = 
0 是 决定 所 求 面积 比 的 重要 条 件 , 但 未 说 由 
此 条 件 确定 的 O 点 有 何 特性 , 就 连 这 样 的 点 该 
怎样 画 出 ? 都 难以 捉摸 , 何 谈 推演 ? 

2. 难 点 的 克服 一 转化 








条 件 O4+20B+30C = 0 之 所 以 不 好 
利用 , 难 在 式 中 的 OB、OC 有 两 个 不 为 1 的 系 
数 , 如 果 能 消去 这 两 个 系数 , 难关 就 会 迎 刃 而 
解 . 

为 此 , 延长 OB 至 B' 使 DB = 2OB, 延 
长 OC 至 0', 使 00’ = 30C, 如 图 2， 

A 








Cr 


则 在 人 4B'C' 中 , O 点 便 是 合乎 条 件 O04 
40B +400 = 人 0 之 点 . 

3. 原 题 之 解 

重心 的 一 个 特性 是 它 与 三 顶点 的 连 线 将 原 
三 角形 的 面积 三 等 分 . 利用 这 一 特性 , 再 回 到 
图 2, 便 易 求 得 : 





SAAOC = 5?AA00 = 85A4B'C"， 
1 

SAAOB = 了 OA4OB' 二 85A4B'C'， 

1 1 
SABOC = =9AB'OC' = 18°A48'0", 

三 式 两 端 相 加 , 即 得 

3 十 2 十 1 

SAABC = SAAB’'C’ 
18 
= 5AAB'C’, 

四 Ss 汪 Ss ss 1 四 1 es 3 
“OAABCO IAAOG = +o = 


故 应 选 (C). 

4. 巧 拆 第 三 项 (30C) | | 

OA+20B +30C = 0A4+OC+ 
2(0B + 00), 

故 作出 04 + 0C 与 0B 4+ OC 即 可 看 出 
O 的 位 置 . 为 此 , 设 D、 加 分别 为 4C、BC 的 
中 点 , 如 图 3, 则 有 

















4 
< 
B 五 CC 
图 3 
OA+0C =20D, @ 
2(0B + 0C) = 40&E, ® 


由 十 @@ 得 
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OA +20B +30C = 2(0D +20E) = 








0. 
由 此 可 知 OD 与 OE 共 线 ， 
IoD = [oa|, 
即 O 在 中 位 线 DE 的 一 个 三 等 分 点 处 . 
SAAEC _3 
”SA4oc 2 
, SAABC 2S5AAEC _ 2x3 
”SA4oc SAAOG 2 
故 应 选 (C). 


注 : 这 是 命题 组 为 改 卷 提 供 的 解法 , 虽说 
巧妙 , 但 不 如 转化 为 重心 显得 思路 自然 

5. 快 速 解法 一 坐标 计算 与 特殊 化 

现在 要 问 : 如 果 一 时 想不到 确定 点 O 的 办 
法 , 又 该 如 何 ? 

既然 向 量 可 转化 为 坐标 , 何不 通过 坐标 的 
计算 , 间接 地 达到 确定 点 O 的 目的 ! 

或 许 是 计算 坐标 有 些 繁 , 使 人 放弃 了 这 一 
有 效 的 途径 . 其 实 , 本 题 既是 选择 题 , 何不 取 其 
特殊 情形 , 使 计算 变 得 极其 简便 . 

为 此 , 取信 4BC 使 和 4 = L90°, 并 以 4 为 
原点 ，4B、AC 分别 为 < 轴 、y 轴 的 指向 , 如 
图 4， 在 此 坐标 系 中 , 设 B、C 的 坐标 分 别 为 








必 0)、 (0, c)， 又 设 (zo,go) 为 0 点 的 坐标 ， 则 
有 04 = (一 Zo, 一 0)， OB = (8 ms 2Z0, —Y0), 
一 -一 
OC = (—xo0,c — yo). 
hy 
C 
O 
A 万 了 
图 4 





代入 04+208+30C = 0 中 , 即 
(25 — 6zx0,3c — 6y0) = (0, 0). 
人 2 是 人 A4OC 中 AC 边 上 的 高 


1 | 一 一 一 一 
SAABC 一 7 | 三 ; ra 一 二 bcC， 
1 | 一 一 1 
SAAOC = [a | 2Z0 一 600 
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, SAABC 
“* SAAoc 
注 : 对 任意 A4BC, 取 A 为 原点 , AC 为 y 
轴 的 正 向 , 上 述 计算 过 程 同 样 有 效 . 

6. 推 广 一 普遍 化 

最 初 的 解法 一 把 点 O 化 为 重心 , 还 有 一 个 
优点 , 那 就 是 易于 将 原 题 推广 . 

如 图 5, 设 0 是 人 4BC 所 在 平面 上 的 一 点 ， 
m、 n、 2 是 三 个 实数 ， 大 二 

mOA+nOB+pOC= 0， 
试 求 SA4Bc 被 点 O 所 分 的 三 部 分 面积 之 比 . 


= 











图 5 
解 : 在 OA、 OB 和 OC 上 或 其 延长 线 上 分 


别 取 A、B' 和 0 使 O04 = mO4， Op = 
E 
nOB, 00’ = pOC, 则 有 O24+0B+400’ = 
0, 故 知 O 是 人 4A'B'C' 的 重心 , 且 有 
1 


SAAOB = SAA OR 








1 
= oo— SAA'B'O', 
3mn 


SABOC = 一 9AB'ocr 
Np 

= SAA'B'O', 

3np 


1 
SAcCOA = DAC'O4， 
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探析 中 考 数学 研究 性 试题 的 表 景 
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近 几 年 来 , 各 地 对 研究 性 试题 的 探索 日 渐 
增多 , 一 些 以 研究 性 学 习 为 背景 的 问题 逐步 引 
入 中 考 数学 试卷 之 中 . 这 不 但 为 数学 教学 提出 
了 新 的 要 求 , 也 为 中 考 复 习 提 出 了 新 的 课题 , 即 
如 何 探析 中 考 数 学 研究 性 试题 的 背景 . 本 文 试 
想 通 过 一 些 中 考试 题 青 景 的 剖析 , 为 在 数学 教 
学 中 如 何 设计 研究 性 试题 提供 一 些 事例 , 为 学 
生 开展 数学 研究 性 学 习 提 供 一 些 线索 和 资料 . 

一 、 以 传统 知识 新 定义 的 模式 作为 问题 背 
景 

对 于 这 一 类 问题 通常 是 在 某 个 传统 知识 的 
背景 下 , 给 出 一 个 新 的 定义 , 要 求学 生 能 在 新 
定义 下 , 联系 所 学 的 知识 解 题 . 主要 考查 学 生 
的 阅读 理解 能 力 和 对 知识 的 应 用 能 

例 1 (2004 年 吉林 省 中 考 数学 试题 ) 已 知 


ee b、c 都 不 等 
b 4ac—b? 


sn 我 们 称 以 M 为 顶点 ， 
对 称 轴 是 y 轴 且 过 点 卫 的 抛物 线 为 抛物 线 工 的 
伴随 抛物 线 , 直线 PM 为 工 的 伴随 直线 . 

(1) 请 直接 写 出 抛物 线 y = 22? 一 4 十 1 的 
伴随 抛物 线 和 伴随 直线 的 解析 式 : 伴随 抛物 线 
的 解析 式 , 伴随 直线 的 解 
析 式 ; 

(2 De SN A 
线 分 别 是 y = 一 x? 一 3 和 y = 一 x 一 3， We 
抛物 线 的 解析 式 是 

(3) 求 抛物 线 艺 : y = az? 二 到 二 5( 鞭 市 
a、b、c 都 不 等 于 0) 的 伴随 抛物 线 和 伴随 直线 
的 解析 式 ; 

(4) 若 抛物 线 工 与 之 轴 交 于 A(z1,0)、 

B(x2,0) 两 点 ,Za2 > 2Z1 > 0, 它 的 伴随 抛物 





线 与 + 轴 交 于 C、D 两 点 , 上 且 4B = CD. 请 求 
出 a、b、c 应 满足 的 条 件 . 

本 题 在 二 次 函数 传统 知识 基础 上 新 定义 
了 “伴随 抛物 线 " 和 “伴随 直线 ”, 使 传统 的 二 次 
函数 问题 变 成 极 具 “ 研 究 价值 ” 的 研究 性 试题. 
其 中 (1)、(2) 两 小 题 要 求学 生 从 正 反 两 方面 对 
特殊 情形 下 “伴随 抛物 线 " 和 “伴随 直线 "与 原 扫 
物 线 的 关系 进行 研究 , 第 (3) 小 题 要 求学 生 对 
一 般 情形 下 “伴随 抛物 线 " 和 “伴随 直线 "与 原 扫 
物 线 关 系 的 进行 研究 , 第 (4) 小 题 则 要 求学 生 
对 “伴随 抛物 线 " 的 一 个 性 质 进行 研究 . 

从 以 上 这 题 可 以 看 出 传统 知识 新 定义 的 模 
式 可 以 成 为 数学 评价 乃至 数学 教学 时 创设 研究 
性 学 习 问 题 的 有 效 途 径 . 

二 、 以 学 生 较 为 熟悉 的 图 形 作为 问题 背景 

让 学 生 通 过 对 较为 熟悉 的 图 形 的 观察 , 找 
出 图 形 的 本 质 特征 , 然后 加 以 归纳 、 猜 想 、 验 
证 . 它 主 要 考查 学 生 的 观察 、 比 较 、 分 析 、 抽 
象 、 概 括 等 思维 能 力 . 

例 2 (2004 年 泰州 市 中 考 数 学 试题 ) 观 察 
图 1 至 图 5 中 小 黑 点 的 摆 放 规律 , 并 按照 这 样 
的 规律 继续 摆 放 , 记 第 ?个 图 中 小 黑 点 的 个 数 
为 y. 





图 1 图 2 图 3 图 4 图 5 

解答 下 列 问题 : 

(1) 填 表 : 
[mn|111213|14151. | 





[vl1131T7|i13] TT 
(2) 当 n = 8 时 , y = 


(3) 根据 上 表 中 的 数据 ， 把 作为 模 坐 标 
把 y 作 为 纵 坐 标 , 在 图 6 的 平面 直角 坐标 系 中 








(约请 你 猜 一 猜 上 述 各 点 会 在 某 一 函数 的 
图 象 上 吗 ? 如 果 在 某 一 函数 的 图 象 上 , 请 写 出 
该 函数 的 解析 式 . 

本 题 是 以 小 黑 点 的 摆 放 规律 为 问题 背景 创 
设 的 研究 性 试题 , 要 求学 生 在 观察 、 归 纳 、 猜 
想 的 基础 上 , 再 通过 列表 、 摘 点 、 函 数 拟 合 的 
方法 探究 图 形 的 变化 规律 . 

三 、 以 “实验 探究 ”作为 问题 背景 

在 数学 学 科 中 开展 研究 性 学 习 一 种 常见 的 
形式 , 就 是 在 教师 的 指导 下 , 学 生 通 过 实验 、 猜 
想 、 自 主 地 发 现 问题 , 然后 以 探究 的 方式 来 解 
决 问题 . 

例 3 (2004 年 大 连 市 中 考 数 学 试题 ) 如 图 
7，O0O1 和 Osz 内 切 于 点 P. C 是 OO1 上 任 
一 点 (与 点 卫 不 重合). 

实验 操作 : 将 直角 三 角 板 的 直角 顶点 放 在 
点 C 上 , 一 条 直角 边 经 过 点 O1, 另 一 直角 边 所 
在 直线 交 O02 于 点 4、B, 直线 PA、PB 分 别 
交 OO1 于 点 、 了 ,连结 CE (图 8 是 实验 操作 


备用 图 ). 





图 7 图 8 
探究 : (1) 你 发 现 弧 CE、 弧 CF 有 什么 关 
系 ? 用 你 学 过 的 知识 证 明 你 的 发 现 ; 


(2) 发 现 线段 CB、 PE、 BF 有 怎样 的 比例 
关系 ? 证 明 你 的 发 现 
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(3) 如 图 9, 若 将 上 述 问 题 的 OO 和 EO。 
由 内 切 改 为 外 切 , 其 它 条 件 不 变 , 请 你 探究 线 
段 CE、PE、BFr 有 人 怎样 的 比例 关系 , 并 说 明 


理由 . 


图 9 

本 题 要 求学 生 通过 实验 、 猜 想 得 出 弧 CE、 
弧 CF 关 系 以 及 线段 CE、PE、BF 在 图 7 和 
图 9 中 的 比例 关系 , 再 用 所 学 过 的 知识 证 明 发 
现 的 问题 , 让 学 生 经 历数 学 家 的 思维 方式 , 使 探 
究 能 力 和 创新 意识 都 得 到 了 锻炼 和 发 展 . 笔者 
认为 在 学 生 的 学 习 过 程 中 , 教师 若 能 经 党 以 “ 实 
验 探究 ”作为 问题 背景 创设 研究 性 问题 , 让 学 生 
经 历 实验 、 猜 想 、 证 明 等 数学 活动 , 既 能 发 展 
学 生 初 步 的 演绎 推理 能 力 , 也 能 发 展 学 生 的 合 
情 推 理 能 力 , 并 使 “知识 与 技能 ”、“ 数 学 思考 ”、 
“解决 问题 ”、“ 情 感 与 态度 "四 个 目标 都 能 得 
到 较 好 的 落实 . 

四 、 以 古典 数学 名 题 作为 问题 背景 

例 4 (2004 年 资阳 市 中 考 数学 试题 ) 如 图 
10, 分 别 以 直角 三 角形 4BC 三 边 为 直径 向 外 
作 三 个 半圆 , 其 面积 分 别 用 S1、S。、S3 表 示 ， 
则 不 难 证 明 S1 = 52 十 53. 

(1) 如 图 11, 分 别 以 直角 三 角形 ABC 三 边 
为 边 向 外 作 三 个 正方 形 ， 其 面积 分 别 用 91、 
92、.53 表示, 那么 S1、S2。、S3 之 间 有 什么 关 
系 (不 必 证 明 )? 

(2) 如 图 12, 分 别 以 直角 三 角形 4BC 三 边 
为 边 向 外 作 三 个 正三 角形 , 其 面积 分 别 用 51、 
92、.53 表示 , 请 你 确定 5S1、S2。、S3 之 间 的 关 
系 并 加 以 证 明 ; 

(3) 阁 分 别 以 直角 三 角形 4BC 三 边 为 边 向 
外 作 三 个 一 般 三 角形 , 其 面积 分 别 用 S51、52、 
53 表示 , 为 使 51、52、S3 之 间 仍 具有 与 (2) 相 
同 的 关系 , 所 作 三 角形 应 满足 什么 条 件 ? 证 明 


你 的 结论 ; 
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研究 性 学 习 是 新 教材 最 显著 的 特点 之 一 ， 
体现 了 课程 改革 的 新 理念 , 也 是 高 考 命题 改革 
的 求 新 点 .研究 性 学 习 试 题 体现 的 “不 是 让 学 
生 拿 着 钥匙 去 开锁 , 而 是 要 让 学 生 自己 创造 钥 
匙 去 开锁 ”. 新 教材 研究 性 课题 一 “杨辉 三 角 ” 
的 内 容 极为 丰富 , 成 为 联系 众多 知识 的 媒介 , 在 
研究 其 他 许多 问题 时 , 获得 广泛 的 应 用 . 下 面 
采 撕 四 道 典 型 例题 并 预 以 剖析 , 旨 在 探索 题 型 
规律 , 揭示 解 题 方法 . 

例 1 (南通 市 高 考 模拟 题 ) 杨 辉 是 中 国 南 
宋 末 年 的 一 位 杰出 的 数学 家 、 数学 教育 家 . 杨 
辉 三 角 是 杨辉 的 一 大 重要 研究 成 果 , 它 的 许多 





和 TA rr rr rr 


(4) 类 比 (1)、(2)、(3) 的 结论 , 请 你 总 结 出 
一 个 更 具 一 般 意义 的 结论 . 





图 10 图 11 图 12 
勾 股 定理 是 反映 自然 界 基本 规律 的 一 条 重 
要 结论 , 勾 股 定理 的 发 现 、 验 证 和 应 用 列 涵 着 
丰富 的 文化 价值 , 图 11 中 的 面积 关系 就 是 勾 股 
定理 的 一 种 图 形 描述 . 本 题 就 是 以 这 个 图 形 为 
问题 青 景 创设 的 研究 性 试题 , 要 求学 生 把 这 种 


面积 关系 进行 推广 总 结 出 一 个 更 具 一 般 意义 
的 结论 . 
五 、 以 初 高 中 知识 衔接 点 作为 问题 背景 
以 高 中 数学 和 初中 数学 的 衔接 点 作为 问题 
的 背景 , 主要 考察 学 生 对 所 学 知识 的 运用 能 力 ， 
还 可 以 探测 出 学 生 后 继 学 习 的 潜能 . 








性 质 与 组 合 数 的 性 质 有 关 , 杨辉 三 角 中 理 涵 了 
许多 优美 的 规律 . 古今 中 外 , 许多 数学 家 如 页 
宪 、 帕斯卡、 华罗庚 等 都 曾 深入 研究 过 , 并 将 研 
究 结 果 应 用 于 其 他 工作 . 图 1 是 一 个 n% 阶 的 杨 


辉 三 角 : 
第 0 行 1 
六 
第 1 行 1 1 
WE 
第 2 行 1 2 1 
A 
第 3 行 1 3 1 
Zp 
第 4 行 1 6 1 
pA 
第 5 行 10 


TT 


例 5 (2004 年 淮安 市 中 考 数 学 试题 ) 已 知 
两 个 正 整数 的 和 与 积 相 等 , 求 这 两 个 正 整 数 . 

解 : 不 妨 设 这 两 个 正 整数 为 a、0, 且 a < b. 

由 题 意 , 得 ab 二 @ 十 beeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee (#) 

则 ab = 二 a 十 5<5+4b0== 26, 所 以 a <<2. 

因为 a 为 正 整数 , 所 以 a = 1 或 2. 

@ 当 a 二 1 时 , 代入 等 式 (*), 得 1.0 二 1 十 
b,b 不 存在 ; 

@ 当 a 二 2 时 , 代入 等 式 (*), 得 2.0 二 2 十 
b, b= 2. 

所 以 这 两 个 正 整 数 为 2 和 2. 

仔细 阅读 以 上 材料 , 根据 阅读 材料 的 启示 ， 
思考 是 否 存在 三 个 正 整数 , 它们 的 和 与 积 相 等 ? 
试 说 明 你 的 理由 . 

本 题 是 用 高 中 数学 不 等 式 证 明 的 放 缩 法 ， 
解决 初中 数学 中 的 不 定 方程 的 整数 解 问题 , 要 
求学 生 先 通 过 不 等 式 的 放 缩 法 确定 出 这 些 整数 
的 范围 , 然后 利用 整数 的 性 质 及 方程 的 知识 求 
出 这 三 个 数 . 主要 考查 学 生 的 阅读 理解 能 力 、 
知识 的 正 迁 移 能 力 以 及 逻辑 思维 能 力 . 
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试 回答 (其 中 第 (1)~ (5) 小 题 只 须 直 接 给 
出 最 后 的 结果 , 无 须 求解 过 程 ): 

(1) 第 行 中 从 左 到 右 第 14 与 第 15 
个 数 的 比 为 2:3. 

(2) 记 第 i(i € NN”) 行 中 从 左 到 右 的 第 
7(7 EN”) 个 数 为 ai;, 则 数列 {aij} 的 通 项 公 
式 为 。 ; mn 阶 杨辉 三 角 中 共有 _ 个 
数 . 








(3) 第 k 行 各 数 的 和 是 _. 

(4)n 阶 杨辉 三 角 的 所 有 数 的 和 是 ; 

(5) 第 p(p E N*, 且 p >2) 行 除去 两 端的 
数字 1 以 外 的 所 有 数 都 能 被 p 整 除 , 则 整数 p 一 
定 为 : 

(A) 奇 数 ; (B) 质数 ; 

(C) 非 偶数 ; (D) 合 数 . 

(6) 在 第 3 斜 列 中 , 前 5 个 数 依次 为 1、3、6、 
10、15; 第 4 斜 列 中 , 第 5 个 数 为 35. 显然 ， 1 十 
3 十 6 十 10 十 15 = 35. 事实 上 , 一 般 地 有 这 样 
的 结论 :第 mn 斜 列 ( 从 右上 到 左下 ) 中 前 天 个 数 
之 和 , 一 定 等 于 第 m 十 1 斜 列 中 第 k 个 数 . 试用 
含有 m、k(m、k €E N*) 的 数学 公式 表述 上 述 
结论 并 证 明 其 正确 性 . 








证 明 : 
略 解 : (1) 34; 
(2) ai = O05; (2 十 1) 十 2). 
2 人 & 2 )》 
(3) 2°; (92 —1; (5)B; 


Re 
Cmyp_1. 事实 上 ， 

让 

= (C+Om1)+ONT .+ONIR 2 

三 (CT 二 CT) 十 ， 二 CT 2 EN 

= Cm+k_2 十 Gn = Cmrp1 

评注 : 本 例 第 1 小 题 是 2004 年 上 海 春 季 高 
考 第 12 题 , 本 题 综合 了 组 合 数 性 质 、 数 列 等 多 
个 知识 点 . 

例 2 (2003 年 全 国 高 考卷 第 22 题 ) 设 {a.} 
是 集合 {2: 十 25|0 < s <t, 且 t、s € 2Z} 中 所 有 
的 数 从 小 到 大 排列 成 的 数列 , 即 ai = 3, a2 = 
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5， Q3 6， Q4 9; CQ5 10， a6 二 12, …. ,将 
数列 {an} 各 项 按照 上 小 下 大 , 左 小 右 大 的 原则 
写成 如 图 2 的 三 角形 数 表 . 














图 2 

(1) 写 出 这 个 三 角形 数 表 的 第 四 、 五 行 各 
数 ; 

(2) 求 aloo， 

略 解 : (1) 第 四 行 :17、18、20、24; 第 五 行 : 
33、34、36、40、48. 

(2) aloo = 16640. 

评注 : 本 题解 古 的 思想 方法 来 自 于 新 教材 
研究 性 课题 " 杨 玫 三 角 "的 方法 , 即 观察 .归纳 、 
概括 猜想 .发 现 问题 

例 3 (合肥 市 高 考 模拟 题 ) 图 3 数 表 中 每 
一 个 数 者 是 一 个 正 整数 的 个 数 , 起 始 行 第 0 
行 ) 为 1, 每 一 个 数 都 等 于 闭 下 两 数 之 和 ， 

(1) 试 填写 第 1 行 和 第 2 行 , 填 法 是 否 惟一 ? 
说 明理 由 

(2) 注 意 第 7 行 (n = 0 1, 2,…) 的 第 1 个 
数 总 可 为 一, 狂想 此 时 第 7 行 第 ”个 数 ( 不 
必 证 明 ). 

(8) 把 数 表 展开 为 数列 {an}: 二， 









































1 1 100 1 
6 3 …; 求 ao0 及 2 
1 第 0 行 
第 1 行 
人 人 人 
第 2 行 
图 3 
人 -村 
略 解 : (1) 二 十 二 = 1(m、mE N"). 则 有 
1 -1 
一 二 一 一 ,n 与 % 一 1 互 质 , 故 m 一 2,n 一 9， 
ee ts 
一 行为 =, =. 令 二 + 二 = 二 (m、 neN* 
第 行 入 5 ed 3m NE )， 
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则 有 二 = 一 = 2 = 二 1 时 , n= 3,m = 
6, 当 n 一 2 = 二 2 时 , n = 二 4,m==4, 当 n 一 2 是 
nn 的 约 数 时 , 记 n = R(n 一 2) (REN*), (R— 
eR Dy ng 

R=3, Whe a 故 第 2 行 填 





1 
法 不 惟一 ,可 为 二 二 也 可 为 33 
(2) 猜想 : 信 -全 第 3 行 第 1 个 数 为 了 则 第 3 行 
1 1 
各 数 依次 为 了 五 ， 可 
第 1 行 : Zax 2x1 
i 
PN oe TR 
Ve 1 1 
Pn a 
1 1 
(十 TDC2 YY’ (n+1)on 
1 
“ 猿 想 第 nn 行 第 7 个 数 为 一 一 一 二: 
清 想 第 行 第 7 个 数 为 二 二 0 
ee 


(3) 设 aio0 在 原 数 表 第 nn 行 中 , 则 一 -一 
a ; 
= 91.， 故 知 aloo 在 原 数 表 中 为 第 13 行 第 9 个 
数 , 即 一 二 140% 原 数 表 第 nn 行 各 数 的 
倒数 和 为 

A = (n+1)2". 


.=1lx2+2x21+.… 
i=1 Qi 


2 一 14(C8 + C19 + C13+ C1 + C13). 
记 4=1x20+2x21 十 … 十 14x2383, 则 
24=1x21 二 2x22 十 .十 13x213 十 14x 


这 < 谤 





”18018- 


十 14 x 





2914 
两 式 相 减 得 
A=14x214— (2 421+...+213) 
2 
=14x24 一 一 一 13x24 十 1 


又 CH 十 C9 二 CB3+C3 二 Ci3 = 二 1 十 
Cl 十 .… 十 C 和 =1+CE 二 CY = 1093, 


100 1 
一 二 13x2M+1—14x 1093 
i=1 Qi 
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= 197691. 
评注 :本 题 直 接 由 新 教材 研究 性 课题 “杨辉 
三 角 ” 改 变 问 法 制 成 , 表格 不 是 直接 给 出 ， 到。 
综合 了 组 合 数 性 质 、 数 列 求 和 等 多 个 知识 点 ， 
引导 学 生 自 己 进行 探索 制 成 . 

例 4 (苏锡常 联 考 模拟 题 ) 如 图 4, 是 在 竖 
直 平 面 内 的 一 个 “通道 游戏 ". 图 中 竖 直线 段 和 
斜 线段 都 表示 通道 , 并 且 在 交点 处 相通 , 假设 
一 个 小 弹子 在 交点 处 向 左 或 向 右 是 等 可 能 的 
若 竖 直线 段 有 一 条 的 为 第 一 层 , 有 两 条 的 为 第 
二 层 , .………… , 依 此 类 推 , 现 有 一 颗 小 弹子 从 第 
一 层 的 通道 里 向 下 运动 . 

(1) 求 该 小 弹子 落 入 第 4 层 第 2 个 竖 直通 道 
的 概率 (从 左 到 右 数 ); 

(2) 猪 想 落 入 第 n 十 1 
概率 ; 

(3) 该 小 弹子 落 入 第 n 层 第 m 一 1 个 竖 直 通 
道 的 概率 与 该 小 弹子 落 入 第 n 层 第 mm 个 竖 直 通 
道 的 概率 之 和 等 于 什么 ? 

入 口 








层 的 第 m 个 通道 里 的 


图 4 

分 析 : 不 难 发 现 , 该 装置 的 原型 为 "杨辉 三 
角 ”, 利用 其 基本 性 质 及 蕴涵 的 数量 关系 , 问题 
便 迎 刃 而 解 . 

略 解 : ( 世 ) 因 为 小 弹子 在 交点 处 向 堪 或 向 右 
是 等 可 能 的 , 所 以 小 弹子 落 入 第 4 层 第 1 个 坚 
直通 道 的 路 径 只 有 1 条 , 落 入 第 4 层 第 2 个 坚 直 
通道 的 路 径 有 3 条 , 第 3 个 有 3 条 , 第 4 个 有 1 

3 3 
1+3+3+1 8 

(2) 设 小 弹子 落 入 第 nn. 十 1 层 第 mm 个 通道 里 
的 概率 为 Pn+1,m), 根据 杨辉 三 角形 的 特点 可 
猜想 , 所 求 的 概率 
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HPM 的 创立 与 发 展 


235000 安徽 省 淮北 市 第 一 中 学 周 恩 超 


数学 史 对 数学 教学 的 意义 早 在 19 志 纪 已 
经 为 许多 数学 家 和 数学 教育 家 所 关注 , 如 法 国 
数学 家 泰 尔 凯 (0. Terguem, 1782 ~1862)、 英 
国 著名 数学 家 德 摩根 (A. De Morgan, 1806~ 
1871)、 丹 麦 著 名 数学 家 分 腾 (H. G. Zeuthen， 
1839 ~ 1920)、 美 国 著名 数学 史家 卡 约 黎 (F. 
Cajori,1859 ~ 1930) 和 史密斯 (D. E. Smith， 
1860 ~ 1944) 等 .经 过 百 余年 的 思想 积淀 , 到 
了 20 世纪 70 年 代 , 数学 史 对 数学 教育 的 意义 
已 是 许多 数学 家 和 数学 教育 家 的 共识 , 相关 研 
究 的 必要 性 也 已 凸现 出 来 . 了 解 HPM 的 历史 
及 所 倡导 的 一 些 理念 , 对 当今 的 中 学 数学 教师 
来 说 是 必要 的 , 本 文 对 HPM 的 创立 与 发 展 作 
一 些 介绍 . 

一 、HPM 的 创立 及 工作 目标 

要 对 HPM 的 创立 过 程 有 比较 清楚 的 了 解 ， 
就 有 必要 了 解 与 之 相关 的 数学 研究 机 构 与 团 
体 , 下 面 给 予 简要 介绍 . 

“国际 数学 家 大 会 ” (International Cong- 
ress of Mathematicians, 缩 写 ICM) 是 国际 数 
学 界 四 年 一 度 的 集会 . 为 了 促进 数学 家 之 间 的 
交流 和 了 解 , 瑞士 苏黎世 公立 高 等 技术 学 校 的 
数学 家 们 于 1896 年 成 立 了 一 个 委员 会 , 负责 
组 织 了 数学 家 于 1897 年 在 苏黎世 的 聚会 , 会 
议 采 用 “国际 数学 家 大 会 ”这 一 名 称 , 沿用 至 今 . 


和 IAT rr rr rr rr 
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即 Pan,m—1) 证 Pln,m) 2Pn+1,m,), 所 以 


1900 年 , 法 国 数学 会 在 巴黎 组 织 了 第 二 届 会 议 ， 
会 上 德国 数学 家 和 希 尔 伯 特 (D. Hilbert，1862 
信 1943) 发 表 了 关于 23 个 数学 问题 的 著名 演 
说 .以 后 除 因 两 次 世界 大 战 在 1912 ~ 1920 年 
和 1936~1950 年 中 断 外 , 迄今 为 止 , 国际 数学 
家 大 会 已 成 功 举办 了 24 届 . 2002 年 第 24 届 国 
际 数学 家 大 会 在 中 国 北 京成 功 召 开 , 这 是 中 国 
数学 界 的 一 件 大 事 . 

1908 年 4 月 在 罗马 召开 的 第 四 届 国 际 数学 
家 大 会 上 , 决定 建立 一 个 国际 数学 教育 机 构 一 
这 就 是 “国际 数学 教育 委员 会 ”(International 
Commission on Mathematical Instruction, 
缩写 ICMD). 设置 本 机 构 是 为 了 进行 有 关 的 数 
学 教育 和 理科 教育 的 活动 , 合理 规划 各 级 数学 
教育 的 进一步 发 展 , 并 使 公众 认识 数学 教育 的 
重要 性 . 在 第 一 次 世界 大 战 前 , 国际 数学 教育 
委员 会 共 举 办 了 四 届 国 际 数学 会 议 , 后 因 两 次 
世界 大 战 而 停止 工作 . 1952 年 成 立 的 “国际 数 
学 联合 会 "1950 年 在 美国 纽约 联合 发 起 1952 
年 在 意大利 成 立 的 各 国 全 国 性 数学 会 的 联合 体 
一 International Mathematical Union, 缩写 
IMU) 重建 了 国际 数学 教育 委员 会 . 当时 IMU 
曾 委 任 了 一 个 委员 会 去 筹建 , 1954 年 这 个 委员 
会 成 立正 式 的 国际 数学 教育 委员 会 的 执行 委员 
会 (the ICMI Executive Committee). 在 多 方 








和 和 AAAIN~N 


小 弹子 落 入 第 n 层 第 m 一 1 个 竖 直 通道 的 概率 
与 该 小 弹子 落 入 第 风 层 第 几 个 坚 直 通道 的 概率 
之 和 等 于 小 弹子 落 入 第 nn 十 1 层 第 m 个 竖 直 通 
道 的 概率 的 两 倍 . 

评注 : 本 题 巧 妙 地 将 概率 知识 与 “杨辉 三 
角 ” 相 结合 , 通过 观察 , 发 现 本 题 原 型 即 “ 杨 辉 
三 角 ”, 利用 “杨辉 三 角 ” 的 基本 性 质 , 使 问题 迎 
为 而 解 . 
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努力 下 , 国际 数学 教育 委员 会 (ICMI) 于 1969 
年 恢复 了 组 织 , 并 于 同年 在 法 国 里 昂 召 开 了 二 
战 后 第 一 届 国 际 数学 教育 会 议 (the first Inter- 
national Congress on Mathematical Educa- 
tion, 缩写 ICME-1). 每 四 年 举办 一 次 , 迄今 已 
举办 10 届 国际 数学 教育 会 议 . 

1972 年 在 英国 爱 塞 特 (Exeter) 举办 了 第 
二 届 国 际 数学 教育 会 议 (ICME-2). 在 当年 的 
ICMI 会 议 中 , 美国 数学 史家 、Michigan 大 学 
的 P.S.Jones 和 英国 Roehamptom 高 等 教育 研 
究 所 的 Leo Rogers 联合 组 织 了 一 个 “数学 史 与 
数学 教学 ”的 工作 团队 . 这 就 是 现在 HPM 的 纵 
形 . 到 了 1976 年 的 德国 卡尔 斯 鲁 厄 (Karlsruhe) 
ICME-3 时 , P.S.Jones 和 了 Roland Stowasser 用 
“作为 课程 设计 重要 工具 的 数学 史 " 为 标题 , 召 
开 了 三 次 会 议 . 这 种 举动 确保 了 在 以 后 的 
ICME 中 , 研究 “数学 史 与 数学 教学 "的 工作 团 
队 将 可 以 定期 集会 . 数学 教育 委员 会 中 的 执行 

员 会 非常 欢迎 这 个 研究 团队 的 加 入 . 当时 这 
个 团体 的 名 称 为 “与 1CMI 共 同 合作 的 数学 史 
与 数学 教学 之 关系 研究 小 组 ”(International 
Study Group on Relations between History 








and Pedagogy of Mathematics, cooperating 
with the International Commission on Math- 
ematical Instruction, 简称 ISGHPM). 该 名 称 
于 1984 年 在 Bruce Meserve 的 建议 下 改 为 我 
们 所 熟知 的 HPM. 

团队 成 立 的 当时 , 有 许多 理想 与 目标 作为 
其 努力 的 方向 : 

1. 促 进 以 下 事项 的 国际 间 的 接触 与 交流 : 

(1) 大 学 与 学 院 中 的 数学 史 课 程 ; 

(2) 数学 教学 中 数学 史 的 使 用 及 其 关联 ; 

(3) 不 同 层面 中 对 于 数学 史 与 数学 教育 的 
观点 ; 
2. 促 进 数学 家 、 数 学 中 家、 数学 教师 、 社 
会 科学 家 以 及 数学 的 使 用 者 们 之 间 的 交流 , 来 
刺激 各 学 科 间 的 研究 . 

3. 对 于 数学 发 展 与 对 数学 发 展 有 所 贡献 的 
事物 , 能 够 有 更 深 的 了 解 . 

4. 将 数学 教学 和 数学 史 教 学 以 及 数学 的 发 
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展 作 连 结 , 进而 对 于 教学 的 改善 和 课程 的 建设 
发 展 有 所 帮助 . 

5. 为 数学 教师 提供 各 种 资源 , 并 促进 各 种 
数学 教学 的 研讨 与 交流 . 

6. 促 进 数 学 史料 及 相关 领域 的 更 多 接触 . 

7. 让 数学 家 与 数学 教师 对 于 数学 史 与 数学 
教学 之 间 的 关联 有 更 深 一 层 的 认识 . 

8. 让 大 家 知道 数学 史 在 人 类 文化 发 展 中 具 
有 相当 重要 的 意义 . 

二 、HPM 的 发 展 概况 

HPM 于 1972 年 创立 之 后 ， 其 后 的 HPM 
会 议 都 是 伴随 在 国际 性 的 大 会 中 举行 . 如 上 所 
述 ，1976 年 的 HPM 会议 在 德国 召开 ICME-3 
会 议 时 举行 , 会 上 确定 了 自己 团队 的 名 称 以 及 
工作 目标 . 

到 了 1978 年 , HPM 团队 活动 的 精神 已 经 
渗透 到 其 他 组 织 中 , 例如 , 这 年 在 芬兰 赫 尔 辛 
基 (Helsinki) 举办 的 第 十 八 届 国际 数学 家 大 会 
ICM 中 , 曾 安排 了 一 场 关于 “数学 史 与 数学 教育 
关系 ”的 学 术 会 议 , 此 会 议 是 由 英国 开放 大 学 
的 Graham Flegg 主 持 . 在 这 次 会 议 中 确定 了 
HPM 组 织 所 担任 的 两 个 重要 角色 : 一 是 将 数 
学 史 的 有 关 知 识 和 资源 信息 向 世界 各 地 传播 ; 
二 是 在 一 些 国际 会 议 ( 如 ICM、ICME) 中 组 织 
有 关 的 国际 学 术 会 议 . 

1980 年 的 HPM 会 议 在 美国 伯克利 举行 ， 
当时 第 四 届 国 际 数学 教育 会 议 (ICME-4) 在 此 
召开 ， 此 届 会 议 选 出 了 两 位 新 的 HPM 主席 
Bruce Meserve 和 Stowasser. 有 四 位 数学 家 在 
会 上 发 表 了 演讲 , 他 们 集中 讨论 了 以 下 两 个 专 
题 : 在 中 小 学 数学 教学 中 如 何 运用 数学 史 知 
识 ?” 以 及 “在 数学 教育 中 数学 中 与 心理 的 关 
联 ”. 同时 英国 数学 教育 家 Leo Rogers 在 当年 
创办 了 HPM 通 讯 , 并 担任 主编 一 职 . 

1984 年 ， HPM 会 议 在 美国 旧金山 的 
University High School 举行 , 会议 由 该 校 的 
Craig McGarvey 主持 . 此 次 会 议 开 创 了 一 项 
创举 . 即 开 始 采 用 卫星 会 议 的 方式 进行 , 这 一 
传统 被 以 后 的 HPM 会 议 保 留 了 下 来 . 这 极 大 
地 推动 了 HPM 在 世界 各 国 的 影响 力 . 这 一 年 ， 
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国际 数学 教育 会 议 UCME-5) 在 澳大利亚 的 墨 
尔 本 举行 . 会 议 上 Ubiratan D” Ambrosio 和 
Christian Houzel 被 选 为 下 一 届 主 席 . 另外 ， 
Bruce Meserve 建议 创立 HPM 的 分 会 , 这 一 提 
议 被 顺利 通过 . 

1988 年 ，HPM 会 议 在 意大利 的 罗 伦 院 举 
行 . 延续 四 年 前 的 先例 , 采用 了 卫星 会 议 的 形 
式 . 由 当时 的 主席 Ubiratan D?Ambrosio 组 织 
召开 . 与 会 学 者 来 自 美国 .日 本 、 匈牙利、 波兰 、 
澳大利亚 、 尼 日 利 亚 、 卡塔尔 .希腊 、 罗马尼亚 
等 地 , 是 那 时 为 止 阵容 最 国际 化 的 一 届 . 而 当 
年 的 第 六 届 国 际 数学 教育 会 议 (ICME-6) 却 是 
在 匈牙利 的 布达佩斯 举行 ， 从 此 ，HPM 卫星 
会 议 都 会 在 当年 的 ICME 时 间 前 后 几 天 召开 ， 
而 地 点 也 会 选 在 附近 的 国家 , 为 的 是 让 那些 没 
办 法 参加 ICME 的 人 们 , 也 能 借 此 参与 HPM 
的 讨论 与 研究 ， 当然 , 这 样 的 活动 也 可 以 缩 
短 国际 间 的 距离 , 通过 来 自 世 界 各 地 的 学 者 的 
学 术 交 流 , 让 HPM 更 迅速 地 推广 到 世界 的 每 
个 角落 . 会 议 中 Elorence Fasanelli 被 选 为 下 一 
届 HPM 的 主席 HPM 通 讯 的 主编 已 由 Victor 
Katz 担 任 . 

1992 年 在 加 拿 大 的 多 伦 多 召开 了 HPM 的 
卫星 会 议 , 会 议 由 Florence Fasanelli 和 Craig 
Fraser (Toronto 大 学 ) 以 及 Israel Kleiner 
(York 大 学 ) 负责 组 织 . John Fauvel 被 选 为 
下 一 届 主 席 , 而 Victor Katz 则 续 任 HPM 通 
讯 的 主编 . 紧 接着 , 在 加 拿 大 的 魁北克 召开 了 
ICME-7. 会 上 来 自 法 国 的 Evelyne Barbin 提 
出 了 许多 有 关 古 代数 学 问题 的 报告 , 并 为 中 学 
教师 提供 了 教学 中 一 个 介绍 历史 观点 的 方法 . 

1996 年 的 7 月 24 日 ~7 月 30 日 , HPM 会 议 
在 葡萄 牙 的 布 莱 哥 (Braga) 举行 , 会 上 Jan van 
Maanen 被 选 为 下 一 届 主 席 . 这 一 次 的 HPM 非 
常 特别 , 它 与 “欧洲 区 大 学 暑期 数学 史 与 数学 教 
学 教育 研习 班 ?> 合 办 , 因此 与 会 学 者 除了 来 自 世 
界 各 地 的 数学 史 专 家 外 , 还 有 很 多 中 小 学 教师 ， 
总 计 超 过 550 人 .而 在 同年 的 7 月 14 日 ~7 月 
21 日 , 第 八 届 ICME 会 议 在 西班牙 的 塞 维 利 亚 
(Seville) 举行 . 
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2000 年 8 月 9 日 ~8 月 14 日 ， HPM 会 议 
在 中 国 台湾 举行 , 台湾 师范 大 学 的 洪 万 生 教授 
负责 主办 了 这 次 的 HPM 卫星 会 议 , 会 议 标题 
为 “数学 史 与 数学 教育 : 新 千年 的 挑战 有 来 
自 全 球 19 个 国家 的 学 者 们 参与 , 与 上 届 一 样 ， 
有 很 多 数学 教师 参加 了 这 次 HPM 会 议 , 无 疑 
这 极 大 促使 了 中 学 数学 教师 更 加 关注 数学 史 在 
课堂 教学 中 的 作用 . 同年 的 7 月 31 日 ~8 月 6 
日 ,在 日 本 主办 了 第 九 届 ICME 会 议 ,会 议 中 意 
大 利 学 者 Fulvia Furinghetti 被 选 为 HPM 的 下 
一 届 主 席 , 而 Peter Ransom 则 接任 新 的 HPM 
的 通讯 主编 . 

2004 年 8 月 , HPM 会 议 在 瑞典 的 Uppsala 
大 学 举行 , 与 会 者 大 约 有 两 百 多 人 ( 比 2000 年 
台北 HPM 稍 多 ), 由 于 地 理 的 优势 , 参加 者 欧 
洲 学 者 居多 . 来 自 澳洲 的 Gail FitzSimons 作 
了 一 个 很 有 前 瞻 性 的 综合 报告 令 人 耳目 一 新 . 
另外 , 在 有 关 “ 历 史上 与 教室 中 的 证 明 ” 的 小 组 
讨论 中 ，Guershon Harel 提 出 了 “因果 式 证 明 
模式 ”(causality proof scheme) 的 考察 . 

HPM 卫 星 会 议 每 隔 四 年 举办 一 次 ， 由 于 
数学 史 对 数学 教育 的 价值 越 来 越 引 起 人 们 的 
广泛 关注 . 所 以 在 1986、1990、1994、1995 年 
期 间 也 召开 了 许多 和 HPM 有 关 的 会 议 ，1998 
年 4 月 20 日 ~4 月 26 日 , 在 法 国 马 塞 附近 的 Lu- 
miny 镇 , HPM 主办 了 “数学 史 在 数学 教育 中 的 
作用 ”国际 研讨 会 . 会 议 结束 后 ,用 英文 写成 的 
《数学 教育 中 的 历史 》 一 书 于 2000 年 由 Kluwer 
Academic Publishers 出版, 此 书 是 第 一 本 论述 
数学 史 融 入 数学 教育 的 国际 性 著作 . 

经 过 二 十 多 年 来 的 努力 与 推展 , HPM 逐渐 
成 为 国际 数学 教育 界 必 谈 的 重要 课题 . 数学 史 
对 于 数学 教师 而 言 不 仅 是 教学 工作 中 必 备 的 
知识 , 而 且 也 是 形成 数学 思想 和 科学 探索 信念 
的 精神 源 录 . 相信 在 未 来 的 HPM 会 议 中 , 会 有 
愈 来 您 多 的 中 学 数学 教师 参与 进行 研讨 . 关注 
数学 史 的 重要 价值 已 经 成 为 一 种 国际 潮流 , 这 
必 将 有 助 于 我 国 新 一 轮 中 学 数学 课程 的 改革 
与 实施 . 
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636. 如 图 1, A4BC 的 内 切 圆 DO 切 BC 
边 于 D,，DE 为 QO 的 直径 ，AE 的 延长 线 交 
BC 于 也, 求证 : BD = OCF. 


A 
A 
A 
下 Ca 
图 1 


证 : 过 卫 作 BC 的 垂 线 与 4O 的 延长 线 相 
交 于 0O", 过 0O' 分 别 作 AB、AC 的 延长 线 的 垂 
线 , 垂 足 为 N、M. 显然 OE/O'F, 由 此 

AO OF 





PT OD 

设 〇 0O 切 AC 于 G， 连结 OG, 得 OG/ 
O'M, 从 而 有 

2 Oe @ 

40' O'’M 


比较 @@、@, 日 因 OEB = 0G, 得 0O'F = 
O’M, 同 理 , 0'P = O'N. 因此 , 以 O' 为 圆心 ， 
OF 为 半径 作 信 4BC 的 旁 切 圆 , 必然 切 AN、 
BC、AM 于 N、F、M 三 点 . 

今 s 二 3(atbt+e) a、b、c 为 人 ABC 的 
LA、 人 LB、LC 的 对 边 长 , 则 有 

AM = AN = s, 

CF=CM=AM—AC=s—-b= BD. 

637. 如 图 2, ZAFE = LACB, 人 AEF 与 
A4BC 面 积 相等 , BC 上 4B, FB | AE, 求 
证 : 4 = 4 万 . 


一 一 一 
ai，CPBP = bi, 其 
单位 向 量 , m、n、a、b 都 是 正 数 , 记 人 人 AF 


一 一 
证 : 令 AC = mj， 


E 





A 
图 2 
ss: 


| 


一 人 


ZACB = a, 则 


7 十 api :7 一 a017 


了 了 十 中 贡 :万 一 bm 


于 





AB= AC+C0B=m7 
一 人 


AB =ni +aii, 


CE=ni+aii—-mj 


FB=m]j) +b —ni 


本 


》 


447 


问 端 章 


AE:.FB=mni:.7 +omni: N+ami: 


— > 一 人 


AB.CE = mni. 7 +oni .N+ami: 


一 人 


7 


AR 


中 一 @ 得 


a 2 i 
am .2 十 0 一 bm ， 


因 SAAEF = 二 SAABC, 故 


1 1 
一 70Q Sin a 一 ~mbsin a, 
2 2 


AAFEQAACB, ABP = 


AB. 


.m=0 oooee 


na = mb. 

又 1 .1= 一 cogaw= 了 :六 , 因 此 ， 
az .和 1 三 bm07 .和 1. 

结合 @ 知 02 = m2, n = 二 m. 从 而 a 一 
是 


4-45 


心 为 1 外接 圆 半径 为 RR. 








A 
E 
H 
I 
B D C0 
图 3 
AF _ AE 
sinZAHE sinC 
_ ABcos A 
”sinC 
= 2R cos A. 
同 理 , HB = 2R cos B， 
HC = 2RceosC. 


A B 
在 AABI 中 , LBAI = 5, 《ABI = 本 ， 


C 
LAI1B 一 90° + 二. 由 正弦 定理 得 
1A AB 


TB C 
Sin 3 sin | 90° 十 5) 
AB 2RsinC 


COS 一 


C 
COS 去 
2 


“ 
= 4Rsin 一 
sin 3 


B C 
即 74 = 4Rsin 3 sin pe 


A 
同 理 , 1B = 4RsinS sins, 


A.B 
IC= 4Rsin3 sin3. 
和 欲 证 HA4. HB.HC < TA.IB.IC 只 
证 
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638. 求 证 : 锐角 三 角形 的 垂 心 到 各 顶点 的 
距离 之 积 不 大 于 其 内 心 到 各 顶点 的 距离 之 积 . 
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2Sin C 
eT 


”1 工 一 cos 2 
当 且 仅 当 人 4 一 时 , 等 号 成 立 。 
同 理 , tan B 十 tanC > 2cot 2 


B 
tan C+ tan A > 2cot—. 
相 加 并 除 以 2 得 
tan A++tanB+ttanC 

4 B 
全 cot 可 十 cot 厅 十 cot 可， 
又 在 A4BC 中 , 有 
tan A+tanB+ttanC 


= tan Atan BtandC, 
a Bp eC 
cot +eot 3 tcots 
一 2 ee Ee 
= cot3 cot Fc0t 3 
. tan Atan BtanC 
C 


一 Cot 一 . 
2 





2 
三 二 n2, 


A 
> cot —cot 
项 的 和 5% > 2, m、n、k 为 正 整数 , 求证 : 
2 
(2) 51+52+…+ Son+1 < ( 5 ) | 
(m— 1)(k— 1) 
1 
mok = [me 5mm 一 wd 区 


于 是 原 命题 得 证 . 
639. 设 {anj} 为 正 项 等 差 数 列 , 其 任意 前 
(1) 若 m 十 k= 2n, 则 Sm 十 Sk < 32; 
nn 二 1 
证 : (1) 设 {an} 的 公差 为 d, 由 m 十 = 2n 
7m0 十 无 
a 
mt (3 
=mk—(m+k)+1l 
Sn -2nt+l= (n—1), 
1 
十 5 人 加 Wd 


EE 


= mk 区 机 3(m 十 无 一 2)ald 十 了 (mn 





4 B 人 
cos Acos BecosO < 8sin? 二 sin? — sin? — 
和 
A B 0C —1)(k— Ld 
< tan Atan BtanC > cot Toot Zot 本 
1 
4 了 万 2 本 2 12 
tan A++tanB= sin(A+ B) < mk [+ 1)aid + IT 1) ‘| 
Se cos AcosB , ; 
sin 
二 2 <n? 二 (7 一 1)q 
cos(4 一 已 ) 一 cosC 区 5 ) 
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2 
一 区 十 sn(n = 5d 一 人 


由 题 设 知 59m 之 1 


<0, 

故 Sm 十 Sk < SmSp < 52. 
(2) 由 (1) 得 

01 Son_1 52, 


pe he i A S52. 

把 这 nn 一 1 个 不 等 式 相 加 , 再 把 所 得 的 结 
两 边 同 加 上 5%, 得 

S1+ S52 二 十 Son_1 

< (n—1)5n+5n 

= [(n— 1)5;, 二 HS， 

(n—1)Sn, +1+ 5,1 
< 


_ /nSntl 2 
2 








1 
40.a、b、c 是 三 个 正 数 , 求证 : 一 一 一 ~ 
640.a、b、c 是 三 个 正 数 , 求证 rt 

WE 
bll+ce) cll+a)” Sabc(l + Yabe) 


证 : 令 abe = ma， 0 


Ma3 A 
; 一 这 里 Q1 二 
Q2 


a3 二 i 这 样 , 要 证 明 的 不 等 式 可 化 
为 


Ql Q2 Q3 
Q2 十 71003 Q3 十 710Q1 al 十 71002 
3 
工 十 77 
由 柯 西 不 等 式 得 


[lai(az 十 mas) 十 az(as 十 Ial) 十 as(al 十 
a a a 
ma2)| = i) 
Q2 二 Ma3 Q3 二 Mal Q1 十 71002 
> (al + a2 十 a3)>, 即 
Q1 


1 et a ea 
(1+m)(a1a2+a2a3+asa1) es 
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Q2 Q3 
A 十 和 
Q3 十 7100Q1 Q1 十 7T1002 


> (al 十 aa 十 a3)2. 
3 Ql Q2 Q3 


Q2 二 Mas Q3 十 MQ1 Q1 十 mas 
at 十 o2 十 a3 十 2(ala2 十 aaa3 十 Qa3a1) 
(1 十 mmj(aias2 十 aza3s + a3a1) 

3 

> ey a2 a2 a2 > 
re 1 十 Q2 十 03 
a3a1). 


从 而 要 证 明 的 不 等 式 得 证 . 
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Eg 


Q10Q2 十 Q2Q3 十 


641.P 为 人 ABC 的 内 心 , 射线 BP 交 AC 


于 人 BG = 5 时 求 Z4 的 大 小 . 


(安徽 ” 黄 全 福 供 题 ) 
642. 设 M、N 分 别 是 矩形 4BCD 的 边 
BC、DA 的 中 点 , MN 交 AC 于 点 O. 若 线段 
OA 上 存在 点 也 ,使 直线 NP 被 直线 CD 和 直线 
AC 所 截 得 的 线段 长 PQ 等 于 PM, 求 和 4CD 
的 取 值 范围 . 
(四 川 方 廷 刚 供 题 ) 
643. 设 Ql、Q2、Q3、Q4 > 0, 上 且 ai 十 az 十 
a3 十 a4 二 7, 求证 : 
sin(al 十 az) sin(a2 十 as)sin(aQs 十 a4) sin(a4 
+ Q1) 2 4sin al sin ao sin as sin Q4， 
(安徽 胡 雷 孝文 华 供 题 ) 
644. 设 zi (0 = 1,2, 3, 4) 为 正 实数 , 满足 


< 1 Z1 十 Z2 < 5,T1 二 To 二 X33 < | 21 十 
1 
22 十 Z3 十 24 二 30， 求 避 = zl 十 了 za 二 53 二 


二 24 的 最 大 信 
(陕西 。 安 扳平 供 题 ) 
645. 设 忆 及 1 为 一 平面 内 的 一 定点 及 一 定 
直线 , 过 P 作 条 直线 ,12,…, n(n 之 2), 如 
果 这 条 直线 中 相 邻 的 两 条 所 成 的 角 都 是 二 


Xl he i (7 = 1, 2, 2 n), 求证 : 
> pin 为 定 值 . 
(江苏 徐 ” 道 供 题 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 


编 后 漫笔 


祝 何 忆捷 走 好 奥数 金牌 之 路 


张 黄 宙 


2004 年 , 上 海 科技 出 版 社 推出 新 书 : 《高 
中 奥数 命 古 研 究 与 训练 题 集 》, 作者 是 2003 年 
中 国 数 学 奥赛 金牌 获得 者 , 上 海 延安 中 学 的 学 
生 何 忆捷 . 他 现在 是 复旦 大 学 数学 系 二 年 级 学 
生 . 因为 延安 中 学 李 汉 云 校 长 的 推荐 , 我 和 何 
忆捷 同学 有 过 一 些 交 往 . 他 的 奥数 金牌 之 路 引 
发 了 我 的 许多 感想 . 

关于 奥林匹克 数学 竞赛 的 价值 , 近来 媒体 
多 有 评论 . 客观 地 说 , 数学 奥林匹克 竞赛 的 确 
出 过 不 少 人 才 . 2002 年 在 北京 举行 的 国际 数学 
家 大 会 上 , 荣获 费 尔 兹 奖 的 拉 发 格 , 就 是 1966 
年 国际 奥赛 的 金牌 选手 . 文革 以 后 首届 国家 数 
学 奥赛 优胜 者 李 俊 , 现在 是 美国 斯 坦 福 大 学 教 
授 , 曾经 应 邀 在 国际 数学 家 大 会 做 全 钟 报告 . 

事实 上 , 能 够 在 数学 奥赛 中 争 金 夺 银 , 都 
是 同 右 中 的 佼佼 者 , 具有 相当 的 发 展 潜力 . 如 
果 引 导 得 当 , 将 来 成 材 的 可 能 性 很 大 . 但 是 , 如 
果 引 导 不 当 , 也 会 把 孩子 “ 训 死 、“ 捧 杀 ”. 那么 ， 
何 忆捷 同学 的 金牌 之 路 能 够 走 好 吗 ? 

先 看 看 何 忆捷 怎样 走向 奥数 金牌 . 这 是 一 
位 才华 横 溢 的 少年 ，13 岁 时 取得 二 衣 演奏 10 
级 证 书 , 屡屡 登台 表演 , 录制 CD, 出 访 美国 和 
日 本 . 初 二 开始 喜欢 数学 , 参加 奥赛 获奖 无 数 . 








他 学 习 数 学 的 办 法 是 “ 编 题 ". 做 一 题 , 改造 一 
题 , 时 不 时 研究 一 些 原创 题 . 到 读 高 二 的 时 候 ， 
已 经 有 了 100 多 道具 有 自己 特色 的 数学 题 . 最 
后 , 在 夺取 全 国 金牌 之 后 , 写 了 上 述 的 书 . 

何 忆捷 接着 进 了 复旦 大 学 数学 系 , 顺利 跨 
过 了 变量 数学 的 难关 , 正在 望 着 美丽 的 现代 数 
学 高 峰 , 一 步 步 地 前 进 . 最 近 , 他 发 给 我 一 篇 
文章 , 研究 反常 积分 : 在 p > 0 的 前 提 下 , 讨 
+eo es Sin27 


论 反常 积分 ”一 一 dz 的 敛 散 性 . 这 
全 Sqr 多 散 性 的 习 


本 是 一 道 讨论 语 ” 一 一 
题 . 何 忆捷 进一步 问 sin 2z 可 以 推广 到 sin az 
( 正 实数 a) 吗 ? 结果 得 出 了 12 个 命题 . 

我 想 , 何 忆捷 同学 正在 走 着 坚实 的 数学 学 
习 道 路 . 数学 人 生 , 金牌 人 生 , 应 该 是 朴实 无 华 
的 , 又 是 自由 创造 的 . 

近来 ， 对 数学 奥林匹克 竞赛 的 批评 很 多 . 
其 实 , 数学 奥赛 本 身 并 没有 错 . 问题 出 在 某 些 
不 恰当 的 引导 上 . 中 国 传统 的 “科举 文化 ”、“ 状 
元 情结 ", 把 奥赛 当 作 了 “金榜 题名 ”的 人 生 大 
事 . 过 度 的 奥数 应 试 , 扼杀 了 学 生 的 学 习 兴 
和 创造 灵气 . 

奥数 竞赛 是 学 习 场 , 不 是 名 利 场 ， 奥赛 金 

(下 转 第 4-20 页 ) 
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